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很 旱 (1980) 就 想 写 一 本 关于 无 穷 粒 子 马 尔 可 夫 过 程 的 书 、 向 
我 国 读者 介绍 概率 论 的 这 一 分 支 ,几经 寒暑 , 数 易 其 稿 ， 虽 然 未 尽 
如 意 ,总 算 和 大 家 见面 了 。 

无 穷 粒 子 马尔 可 夫 过 程 Gibbs 随机 场 以 及 有 关 的 一 些 概 率 
论 分 支 ( 如 渗流 ,随机 介质 等 ) 是 近 二 十 年 国际 概率 论 界 、 数 学 物理 
学 家 十 分 关注 的 一 些 新 研究 领域 它们 的 共 词 特点 是 一 方面 有 物 
理 、 化 学 \ 生 物 等 方面 的 深刻 客观 背景 ， 另 一 方面 又 以 近代 概率 论 
为 工具 并 且 向 它 提 出 了 挑战 性 的 数学 问题 。 六 此 引起 国际 上 的 六 
E xm. : 

我 注意 到 这 个 方向 并 对 之 发 生 兴 趣 是 在 1977 年 .当时 正在 考 
患 如 何 恢复 已 停顿 了 十 三 年 之 久 的 概率 论 科 学 研究 的 问题 、 我 一 
方面 在 我 校 量子 力学 小 组 的 讨论 班 上 , 匠 方 福 康 同志 介绍 1. Pri 
gogine 关于 非 平 衡 统计 物 理 研究 的 一 些 进展 ,并 对 一 些 概 率 模 型、 
进行 了 一 些 分 析 90s 另 一 方面 又 从 国外 来 访 学 者 那里 听 到 了 Dob- 
rushin 有 关 Gibbs 随机 场 的 理论 和 平衡 态 统计 物理 中 相 变 的 正 
率 论 研 究 。 当 时 我 就 萌发 了 一 种 礼法; 在 相 变 的 概率 论 研究 与 非 
平衡 相 变 研究 之 问 能 否 有 某 种 联系 与 沟通 .。 随后 在 1978 ERN 
组 织 了 讨 陀 班 , 开 始 学 可 关于 : Gibbs 随机 场 ( 态 ) 的 理论 oa 稍 后 
于 :1979 年 看 到 了 T. M. Liggett 关于 无 穷 粒 子 马尔 可 夫 过 程 的 
综合 性 文章 [38]， 感 党 到 它 所 讨论 的 内 容 也 许 与 上 述 想 法 和 我 科 
的 基础 更 加 接近 。 我 们 在 讨论 班 上 认真 学 习 和 讨论 了 这 篇 文章 ， 
我 报告 了 其 中 的 大 部 分 。 册 于 它 写 得 十 分 简练 、 在 集体 的 努力 下 
补充 了 它 的 证 明细 节 , 并 由 此 逐步 开展 了 一 些 科 学 研究 ,特别 是 在 


` 1 


修 振 的 与 陈 木 法 提出 的 场 论 约 基础 上 ， 开展 了 速度 函数 的 有 势 性 
与 可 逆 性 及 可 省 测度 与 Gibbs a ks 这 就 是 本 
书 内 容 的 最 初 锥 型 。 

随 着 学 习 的 逐步 深入 ， 我 觉得 向 我 国 的 板 率 论 同 行 特别 是 年 
青 的 同志 介绍 和 推荐 这 一 新 的 概率 论 分 支 是 值得 的 和 必要 的 。 于 
是 在 1981 学 年 度 , 结 合 研究 生 的 教学 ， 由 我 将 上 述 内容 加 以 整理 
由 北京 师 大 数学 系 油印 成 讲义 。 这 份 讲义 在 国内 一 些 兄弟 单位 也 
使 用 过 .本 来 希望 在 这 个 基础 上 整理 出 版 ,但 是 由 于 种 种 原因 璨 搁 
下 来 了 。 近 三 年 来 ， 在 北京 师范 大 学 出 版 社 的 同志 以 及 我 们 修 组 
的 同志 的 支持 与 鼓 盛 下 , 才 得 以 完成 。 在 整理 的 过 程 中 ,我 参考 了 、 
新 近 出 版 的 一 些 专著 ,对 讲义 作 了 一 些 补充 与 修改 。 

本 书 的 目的 是 向 读者 介绍 无 穷 粒子 马尔 可 夫 过 程 的 一 些 最 基 
本 的 内 容 。 以 期 读者 通过 本 书 能 对 它 的 一 些 基本 问题 和 某 些 研究 
方法 有 所 了 解 和 掌握 ， 为 进一步 学 习 与 研究 打 一 个 基础 .具体 点 
说 ， 第 一 章 介 绍 了 紧 空间 上 无 穷 粒 子 马尔 可 夫 过 程 存 在 唯一 性 定 
. 理 ， 方 法 采用 的 是 半 群 方法 。 第 二 章 讨 论 了 速度 函 教 的 可 地 性 与 
有 势 性 ,可 过 测度 与 Gibbs 随机 场 的 一 些 基本 问题 ， 方 法 上 采用 
了 场 论 方法 。 第 三 章 主要 是 介绍 了 基本 耦合 方法 及 其 对 吸引 模型 
的 遍历 性 的 应 用 ， 还 介绍 了 应 用 一 种 三 元 粳 合 使 一 般 自 旋 模 型 归 
结 为 吸引 坎 情 形 。 第 四 章 介绍 了 对 偶 方法 及 其 应 用 。 书 中 所 介绍 
的 各 种 方法 落实 到 了 几 个 典型 模型 的 重要 问题 : 〈1) 伊 辛 模型 的 
根 变 存在 问题 《83.4)。《〈2) 选举 模型 的 不 变 概 宰 测度 集 的 构造 及 
其 极点 的 吸引 场 的 刘 划 (54.3)。 (3) ERRARE RIERA 
在 及 上 、 下 方 估计 问题 ($3.3。$4.4)。 此 外 还 列举 了 一 些 模型 作为 
AF. à 

在 本 书 正文 之 后 ， 我 还 号 了 一 个 后 记 。 —J 6 rT 533 
粒子 马尔 可 夫 过 程 有 关 的 国外 文献 ; 另 一 方面 ,着 重 介绍 了 我 国 从 
1983 年 来 关于 无 穷 维 反应 扩散 模型 的 研究 现状 及 有 关 文 献 。 这 


些 成 果 也 许可 以 印证 我 以 前 的 想法 ， 即 在 相 变 的 概率 论 研究 与 非 
平衡 相 变 (分 含 现 象 ) 之 间 确 有 联系 并 还 有 许多 事情 可 作 ， 希 望 这 
些 介 绍 能 引起 读者 的 兴趣 。 

如 前 所 述 ， 本 书 的 完成 实际 上 是 我 们 集体 一 个 阶段 工作 的 产 
物 , 其 中 陈 木 法 . 丁 万 着 、 刘 秀 芳 、 郑 小 谷 、 唐 守 正 诸位 同志 自 始 至 
终 参 加 了 本 节 的 讨论 班 并 且 在 补充 证 明细 节 上 都 尽 了 努力 ， 书 中 
有 些 内 容 就 是 他 们 的 科研 成 果 。 以 后 历届 的 无 穷 粒 子 系统 方向 的 
研究 生 中 都 对 本 书 的 初稿 提出 各 种 修改 意见 。 在 本 书 即将 出 版 的 
时 候 ， 我 向 他 们 表示 由 衷 的 谢意 。 我 还 要 彭 心 感谢 柳 落 同志 在 整 
理 书 稿 的 各 方面 做 了 很 多 工作 。 最 后 ， 我 训 心 感谢 北京 师范 大 学 
出 版 社 在 本 书 出 版 过 程 中 对 我 的 全 力 支持 并 且 给 予 了 多 方面 的 帮 
助 , 没 有 这 些 , 本 书 是 不 可 能 出 版 的 。 。 

由 于 作者 水 平 有 限 .错误 和 不 妥 之 处 在 所 难免 ,衷心 欢迎 同行 
及 读者 的 各 种 批评 和 建议 ， 

严 士 健 
1989 春节 于 北京 师范 大 学 
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导言 问题 的 提出 


无 穷 粒 子 马尔 可 夫 过 程 是 从 70 年 代 开始 发 展 起 来 的 一 个 新 
的 概率 论 分 支 它 有 深刻 的 统计 物理 背景 。 在 发 展 过 程 中 ,又 发 现 
它 与 其 他 科学 的 一 些 问题 有 联系 。 陆 续 提出 了 一 大 批 各 种 各 样 的 
模型 ， 对 概率 论 (特别 是 随机 过 程 ) 提 出 了 一 系列 深刻 的 需要 解决 
的 问题 。 因 此 受到 国际 上 概率 论 学 者 的 普遍 重视 ， 也 引起 其 他 学 
科 的 部 分 专家 的 兴趣 ， 在 这 里 我 们 将 从 介绍 伊 辛 模型 与 接触 模型 
出 发 ,引出 无 穷 粒 子 马尔 可 夫 过 程 的 概念 和 它 的 一 些 主要 问题 , 希 
望 使 读者 对 它 有 一 个 初步 的 具体 印象 并 引起 兴趣 。 

1. RÆ (sing) 模型 是 为 了 讨论 铁 磁 体 的 性 质 〈 特 别 是 相 变 
现象 ) 而 引入 的 ,是 统计 物理 中 最 著名 的 模型 之 一 。 我 们 先 介绍 它 
的 最 简单 情形 , 即 紧邻 模型 . 

用 Z° 表示 4 维 整 点 (BI 4 维 空间 中 坐标 为 整数 的 点 ) 全 体 组 
成 的 集 . 设想 有 一 个 粒子 系统 , 它 在 每 一 整 点 we Z 上 有 一 粒子 ， 
每 个 粒子 有 两 个 可 能 的 状态 一 一 正 自 旋 与 负 自 旋 一 一 分 别 用 十 1 
与 一 1 表示。 对 于 任意 两 个 位 置 ,ze Z° 上 的 粒子 ， 有 一 个 交 
互 作 用 强度 

l, Ju — v| = 1, 
an JG = 1 [a — vi > 1, 
其 中 ul ue Z4, 表示 向 量 x 的 欧 几 里 得 长 度 , 即 若 u= (ms 
súa), W 


= 24]. 


ims 


$ Kue 


条 件 (1.1) 便 是 紧邻 性 , 即 只 有 相 邻 的 粒子 才 有 交互 作用 。 这 便 是 
< 维 铁 磁 体 (紧邻 ) 伊 这 模型 

RIIN EO GR 8), ve Z%, 表示 位 于 «处 的 粒子 的 状态 
(当然 《Co 一 1 或 一 1), 那 么 集 5 一 {8(u): we Zt 自然 就 表 
示 整 个 粒子 系统 的 一 个 状态 ， 按 照 物理 的 习惯 称 之 为 组 态 ， 考 虑 
系统 随时 间 发 展 的 演化 过 程 。 记 系统 在 时 刻 € [0, co) 的 组 态 
A Em (EG): € Z4， 问 对 任何 # > 0， 是否 有 一 马尔 可 夫 过 
程 使 对 任何 u, vezi, uv, 及 任何 初始 组 态 5 = {5(w): 
we Z4 满足 : 当 :一 0 时 有 

PEENED D EEY} + e, 


Pillu) * Elu), Ele) > EN) = o(2). 
易 见 这 个 过 程 是 与 8 有 关 的 。 0.2) 的 含意 是 在 :=0 这 一 瞬 
W, <€ Z“ 的 粒子 的 状态 改变 的 概率 速率 是 
š = Í—: >, EDE), 


两 个 粕 子 同 时 改变 状态 的 溉 率 束 率 是 0。 这 个 过 程 称 之 为 具 参 数 
8 的 4 维 紧 邻 伊 辛 过程 . 

可 以 证 明 4 维 紧邻 伊 辛 过 程 总 是 存在 的 。 并 且 当 d 一 1 时 ， 
对 任何 8 > 0, 它 的 不 变 测 度 ( 即 平 稳 分 布 ) 是 唯一 的 ; 当 d > 2 时 
HEROECO, co) 使 当 8 < 84 时 不 变 测 度 唯一 , 当 8 > ps 时 
不 变 测度 不 唯一 。 用 统计 物理 的 术语 来 说 就 是 ， 当 d 一 1 时 紧邻 
伊 六 模型 没有 相 变 , 当 d > 2 时 紧邻 伊 闪闪 型 有 相 变 , 8;? KA 
界 点 . 对 4d 一 2, 还 算出 了 

BP — 2'arcsinh( 1) = 0.44, 

当 8 > 0 时 它 的 任何 不 变 测 度 都 是 两 个 给 定 的 不 变 测度 p+ ,pe 
的 凸 组 合 ap + (1 一 a)”, 0 <a < 1, + 4 > 3 的 情形 , 除 
T s 的 存在 及 8 < p2 外 ,几乎 一 无 所 知 [44，$1，Bx3]。 这 
是 一 个 至 今 没有 解决 的 对 统计 物理 及 无 穷 位 了 马尔 可 夫 过 程 郑重 
3. 


要 的 著名 问题 。 

2. 伊 六 模型 是 平衡 态 统计 物理 的 一 个 重要 模型 ， 下 面 我 们 介 
绍 的 基本 接触 模型 则 是 非 平衡 系统 的 一 个 简单 的 重要 模型 。 设 想 
粒子 系统 在 每 一 整 点 uE Z° 上 有 一 个 粒子 ,每 个 粒子 有 两 个 可 能 
状态 0,1。 我 们 可 以 将 它们 分 别 理 解 为 "健康 "和 病态 "两 种 状态 
用 nlu) (CÈ nu), uE 2 表示 * 处 的 粒子 的 状态 ， 于 是 nu) 一 0 
或 1, 那么 集 a= {n(w):w& Z) 表示 整个 粒子 系统 的 组 态 。 考 
上 起 系统 随时 间 发 展 的 演化 过 程 。 设 4 > 0 为 一 任意 给 定 的 常数 ， 
系统 在 :一 0 的 组 态 为 7, 它 在 :一 0 的 瞬间 , = 处 粒子 的 状 变 的 
概率 速率 为 

1, n(xw) = 1, 
CD “Gn, D aQ, =o, 
vpu 

按照 上 面 的 理解 ,这 可 以 解释 如 下 : uE Z4 的 粒子 ,如 果 原 来 处 于 
病态 ， 那 么 经 过 治疗 成 为 健康 的 概率 速率 是 1; 如 果 原 来 是 健康 
的 ， 那 么 它 受 紧邻 的 病态 粒子 的 传染 可 能 成 为 病态 的 ， 而 被 传染 
的 概率 速率 是 à 之 。 ao) 〈 即 与 它 紧 邻 的 病态 粒子 数 成 比例 ， 
比例 常数 是 2)。 BOLAR, 可 以 认为 它 是 一 个 大 大 简化 了 的 模 
型 , 通常 称 它 为 (4 维 ) 基本 接触 模型 (或 传染 病 模 型 )， 现 在 要 问 
满足 上 述 要 求 的 随时 间 演 化 的 过 程 存在 吗 ? ” 即 记 系统 在 时 刻 
16 [0, 0) ARX n = (nG): we Z‘, 问 是 否 有 一 个 马尔 可 
KIE Py q 一 {n(w):w€ Z’), 使 对 任何 u, vE Ziru = ç K IE 
何 初始 组 态 加 一 3 满足 : 当 r— 0 时 有 
P, (m (së) Se n(z)) = clun) + oG), 
Pakalu) = nlu) n) = n(z)) = o(2), 
这 个 马尔 可 夫 过 程 叫 做 具 参 数 1 的 2 维基 本 接触 过 程 . 

我 们 将 在 以 后 证 明 :对 任何 > 0, 基本 接触 过 程 总 是 存在 


. 3， 


(2.2) 


的 。 现 在 对 它 作 一 点 直观 考查 .。 当 


a< t 
24 


时 。 
> 1. = 
2 a(o) < 34 2d = 1, 


v:iv -ula 


由 关于 (2.1) 的 解释 ， 在 每 一 “6e Z° 处 病态 粒子 被 治 好 的 概率 速 
率 要 比 健康 粒子 被 传染 成 病态 的 速率 要 快 ， 由 此 可 以 想像 : 不 管 
过 程 从 什么 组 态 出 发 , 4 + 一 oo 时 ， 系 统 的 一 切 粒子 终究 会 成 为 
健康 的 , 即 系统 的 概率 分 布 " 最 后 "集中 在 组 态 {9.:w6e Zt), 0, = 
0。 而 这 个 概率 分 布 按 (2.1) 的 解释 是 过 程 的 不 变 测度 .以 后 将 证 
BB: 存在 1026 《0,0) 使 当 4 < 4 时 ,不 变 测度 唯一 ; 当 X > 1 
时 ,不 变 测 度 不 唯一 。 而 且 


(2.3) Qad — 1)”: < 2° < z 


至 于 1 一 ? 则 是 一 个 没有 解决 的 有 兴趣 的 问题 。 由 于 基本 接 
触 过 程 是 一 个 简单 的 典型 的 非 平衡 系统 ， 所 以 算出 2° 或 更 精确 
估计 12 是 有 意义 的 。 

3. 从 上 面 两 个 例子 很 容易 归纳 出 一 类 无 穷 粒 子 马尔 可 夫 过 程 
一 一 自 旋 变相 过 程 的 概念 

设 5 为 一 可 数 集 , 它 表 示 给 定 的 无 穷 粒 子 系统 所 能 占据 的 “位 
置 “的 集 ， 每 一 位 置 ke S 具有 两 个 状态 。0。1。 系 统 的 全 体 组 态 
集 

X 会 {n:n 会 {n(#):w€ S}, nlu) 一 0 或 1, ES} 

在 系统 的 组 态 为 "时 ,位 置 a€ S$ 上 的 状态 改变 的 概率 速率 为 (u, 
n), “ES, n€X. Hn (3 n(z)) 表示 系统 在 时 刻 *e [0, oo ) 的 
组 态 。 以 X 为 组 态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 (P.: a€ X}， 如 果 对 任 
ff w,v€ S, u % o, q € X, (22) 成 立 ， 那 么 就 称 为 这 个 过 程 为 


. 4。 


以 clun) 为 速度 函数 的 自 旋 变相 过 程 . 当 S— Z4,D 为 2 的 
给 定 有 限 子 集 旦 
1， nl) = 1, 1>0 为 常数 ， 


GA) con Tut wn) =0, EZ’, EX 


veD 


时 ,相应 的 自 旋 变 相 过 程 就 称 为 (具有 参数 * 的 4 维 ) 接 触 过 程 . 当 
D 一 4v:v€ Zf, v) 一 1} 时 , 即 为 基本 接触 过 程 . 
设 @ 是 定义 在 S 的 有 限 非 空子 集 类 上 的 实 值 函 数 且 满足 


ie(4)1< co， 对 任何 e€ S, 


vea 


定义 速度 函数 
(3.2) Cu, Daf- D A) 
4. 


-IJI Ono) — 1) hues, ne x. 


ven 


其 中 8 > 0， 和 式 中 的 4 遍历 du 的 S 的 有 限 子 集 ， 则 与 此 速度 
函数 相应 的 自 旋 变 相 过 程 称 为 ( 具 参 数 8 的 ) 伊 辛 过 程 ，9 称 为 伊 
辛 模型 的 交互 作用 势 .在 统计 物理 中 , 通常 是 5 一 Z” 且 讨论 对 
势 的 情形 , 即 当 141 23 H, O(A) 一 0。 有 时 还 假定 平移 不 变 
性 , 即 O({usv}) = Du — v, 0}),u = v,0({u}) = @((0)). # 
平移 不 变 对 势 还 满足 紧 令 性: 
1, |u| =1, 
0, lul > 1, 
则 称 此 势 为 紧邻 的 。 当 (3.2) 中 的 8 为 紧邻 势 时 相应 的 伊 辛 过程 
就 是 紧邻 伊 辛 过 程 。 注 意 那 里 的 5(«) 是 此 处 的 27(w) 一 1, 
自 旋 变相 过 程 的 例子 是 丰富 多 采 的 ,我 们 暂时 介绍 到 此 ， 
4. 我 们 再 介绍 一 类 无 穷 粒 子 马尔 可 夫 过 程 一 一 排 它 过 程 . 
S,X 的 意义 和 第 3 目 一 样 , 但 是 现在 系统 的 特性 由 两 个 位 置 


人 


(8.3) odos uh = Í 


wyE $ 上 的 状态 交换 的 概率 速率 c(s,e,n), uve S, w€ X. 
nlu) = nlo) Bf, c(u,e,n) 一 0) 给 出 。 用 m (或 (9) 表示 无 
穷 粒 子 系统 在 时 刻 r€ [0， co) 的 组 态 。 一 个 以 X 为 状态 空间 的 
马尔 可 夫 过 程 (Pane X) 如 果 满 足 条 件 : 对 任何 三 个 不 同 的 x, 
t, € S 及 任何 n€ X, nlu) = nl), 4 í — 0 hf 

P,(m (u) =n), mv) = n(#2)) = c(u,e, n): + ol), 

Polnu) = n(#),xn (6) = n(#),n,( o) ° nw)) = ole), 

则 称 此 过 程 为 具有 速度 函数 cl(w,v,n) 的 排 它 过 程 或 粒子 运动 过 
程 . 


(4.1) 


排 它 过 程 有 一 种 直观 解释 如 下 : 设想 TG) = = 0, n(u) = 1 
分 别 表示 在 Q 处 没有 粒子 和 有 一 粒子 两 种 情况 ,于 是 u) 
就 表示 在 u, o 两 处 有 一 处 有 粒子 而 另 一 处 没有 粒子 。 不 妨 设 
nu) 一 1， 因而 mn(v) = 0, (4.1) 的 第 一 式 就 表示 系统 的 组 态 为 
7 时 «处 粒子 移 至 v 处 的 概率 速率 为 c(n, psn) 而 第 二 式 表 
示 再 有 一 个 位 置 的 粒子 移动 的 概率 速率 就 是 零 。 对 nu) 一 0， 
n(o) = 1 的 情形 可 作 同 样 的 解释 。 这 种 解释 的 一 个 具体 例子 就 
是 格 气 模型 , 它 限 制 气体 的 分 子 只 能 在 S 的 元 上 (当然 这 是 一 种 简 
化 了 的 情形 ) 但 不 一 定 每 一 x€ S 上 都 有 气体 分 子 。 在 格 气 模型 
中 ,速度 函数 

nlu)elu,y)plu,v) + n(s)c(e,n)P(e,a), 
(4.2) clu, v, n) = nlu) = nlo), 

0, nlu) = nw), u,vES, EX, 
其 中 p(w,v) 20, p(u,u) = 0, f 

排 它 过 程 也 可 以 有 另外 一 种 解释 如 下 : 设想 系统 由 两 种 粒子 
组 成 ， 而 且 在 每 一 *& S 处 有 一 粒子 。 状 态 0,1 分 别 表示 这 两 种 
粒子 中 的 一 种 .那么 cuwan), nu) nl), RER wy 两 处 
的 粒子 不 同 ， 它 们 交换 位 置 的 概率 速率 。 这 种 解释 的 一 个 具体 例 
子 就 是 合金 模型 。 由 于 它 的 速度 函数 比较 复杂 ， 我 们 留待 以 后 再 


介绍 . 

s. 从 数学 上 看 无 穷 粒 子 马 尔 可 夫 过 程 ， 首 先 要 讨论 的 是 存在 
问题， 实际 上 最 重要 的 恐怕 是 遍历 性 间 题 ， 它 源 于 统计 物理 。 这 
里 包括 不 变 测度 集 的 构造 亲 题 和 吸引 场 问题 。 对 自 旋 变 相 过 程 来 
说 ,有 不 少 系统 是 与 一 些 参 数 有 关 的 (例如 伊 辛 过 程 中 的 6, 接触 
过 程 中 的 *)。 某 些 这 种 过 程 会 出 现 如 下 的 情况 。 在 参数 取 某 些 
值 时 ,不 变 测度 唯一 ;而 对 参数 的 某 些 值 ,不 变 测度 不 唯一 ( 伊 辛 过 
程 和 接触 过 程 就 是 这 样 )。 如 果 出 现 这 种 情况 ,我 们 就 称 过 程 有 相 
变 。 讨 论 过 程 有 无 相 变通 常 是 一 个 有 兴趣 的 问题 。 在 有 相 变 的 情 
况 下 确切 求 出 不 变 测度 唯一 与 不 唯一 的 参数 域 ， 求 出 不 变 测度 集 
的 构造 (二 维 紧 邻 伊 辛 过 程 解决 了 这 个 问题 ) 等 等 问题 常常 是 困难 
而 有 兴趣 的 。 对 排 它 过 程 来 说 ,不 变 测度 是 不 唯一 的 , 找 出 它 的 一 
切 不 变 测度 是 一 个 有 兴趣 的 问题 。 此 外 ， 与 不 变 测度 集 构造 有 关 
的 是 对 于 平衡 系统 来 说 ,有 一 部 份 不 变 测度 称 为 Gibbs AOUE), 
它 是 由 统计 物理 引伸 出 来 的 . 它 通 常 与 过 程 的 可 逆 测 度 紧密 相关 ， 
讨论 Gibbs 态 、 可 逆 测 度 与 不 变 测度 三 者 之 闻 的 关系 是 男 一 类 有 
兴趣 的 问题 。 

吸引 场 问题 是 对 过 程 的 给 定 不 变 测度 ， 寻 求 使 过 程 的 绝对 分 
Fa CRP n 的 概率 分 布 ) 当 :+ 一 co 时 能 收敛 于 此 给 定 不 变 测度 的 
一 切 初 始 分 布 ， 特别 当 自 旋 变 相 过 程 的 不 变 测度 唯一 时 ,人 们 自 
然 希望 讨论 ， 是否 对 任何 初始 分 布 ， 过 程 的 绝对 分 布 当 :一 oo 
时 都 弱 收 敛 于 它 的 问题 ( 即 过 程 是 遍历 ). 

6. 自 旋 变 相 过 程 与 排 它 过 程 只 是 两 种 特殊 的 无 穷 粒 子 马 尔 可 
夫 过 程 ， 它 们 是 在 位 置 集 可 数 且 每 个 位 置 的 状态 只 有 两 个 的 情况 
下 ， 在 瞬间 只 有 一 个 位 置 的 状态 改变 ( 自 旋 变 相 ) 或 两 个 位 置 状 态 
交换 〈 排 它 过 程 ) 的 模型 ， 甚 至 两 个 位 置 的 状态 具有 其 它 改变 形 
式 的 情形 部 没有 涉及 。 当然 可 以 考虑 多 个 位 置 同 时 改变 状态 的 模 
型 ,还 可 以 进一步 设想 每 个 位 置 的 状态 不 只 两 个 ,而 是 有 限 个 甚至 


.7 。 


是 可 数 个 等 等 更 一 般 的 情形 , S 也 可 以 不 是 可 数 集 ,而 是 更 一 般 的 
集 , 例 如 4a 维 实 空间 R 等 等 。 这 些 模型 近来 都 有 一 些 讨 论 。 

7. 在 本 书 中 ,我 们 主要 讨论 自 旋 变相 过 程 和 排 它 过 程 ,其 他 无 
穷 粒 子 马尔 可 夫 过 程 在 有 关 章 节 作 些 介绍 。 对 于 前 两 种 过 程 也 只 、 
讨论 其 中 某 些 问题 ,结合 问题 介绍 一 些 方法 和 技巧 ,若干 动态 及 文 
献 。 作 为 有 兴趣 了 解 这 一 新 分 支 的 读者 的 一 个 导 引 ， 有 志 于 在 这 
个 方向 上 深造 的 读者 可 以 从 有 关 专 著 及 文献 找到 进一步 学 习 的 材 
料 和 研究 问题 。 


第 一 章 存在 性 定理 


这 一 章 讨论 无 穷 粒子 马尔 可 夫 过 程 的 存在 性 。 解决 这 个 问题 
的 途径 可 以 应 用 半 群 理论 ， 也 可 以 应 在 看 合 技巧 由 有 穷 粒 子 系统 
过 渡 到 无 穷 粒 子 系统 ， 还 可 以 应 用 观 方 法 。 本 章 采 取 半 群 方法 . 
$ 1 先 介绍 要 用 到 的 有 关 半 群 的 经 典 理论 ; S 2 叙述 一 条 无 穷 粒 子 
系统 马尔 可 夫 过 程 一 般 的 存在 定理 ,并 将 应 用 于 自 旋 变相 过 程 \ 排 
它 过 程 等 具体 情形 ; $ 3 证 明 $ 2 中 所 述 的 一 般 定理 ; $4 讨论 $2 
的 存在 定理 对 无 穷 粒 子 马尔 可 夫 过 程 遍 和 历 性 的 应 用 ， 对 一 些 具体 
例子 进行 了 计算 。 


SI 半 群 理论 中 若干 一 般 性 结果 


本 节 介 绍 若干 在 证 明 无 穷 粒子 马尔 可 夫 过 程 存 在 定理 时 要 用 
到 的 半 群 理论 的 一 般 结果 . 有些 常 见 的 经 典 结果 直接 列 出 并 指出 
参考 资料 。 有 些 不 太 常 见 的 则 叙述 结果 并 加 以 证 明 。 

1. 定理 设 WW 是 一 Banach 空间 (以 后 简称 B- 空间 )， 9 为 
wy 中 的 线性 算 子 ， 则 9 是 W 上 连续 压缩 半 群 (S6): >0} (R 
S(0) 为 WW 上 的 单位 算 子 ; Ver > 0,S(z 十 9 一 S(D)S(GD); Vf€ W, 


ISCO < Ml 表 玩 的 范 数 ; 当 :一 0 时 IC 一 州 一 0， 
Vié W ， 成 立 ) 的 无 穷 小 母 元 的 充 要 条 件 是 
(1.1) 9 的 定义 域 多 (9) EW hA, 


(1.2) Ya > 充分 小 ,， @G 一 19) 一 WW， 其 中 RO) 表 相 应 


... 


算 子 的 值 域 
(1.3) va > 0,vfe D(A), NH < lif — 29/l. 

进一步 ,满足 (1.1) 一 (1.3) 的 算 子 0 与 它 生成 的 半 群 (0: 
:>0) 之 间 有 下 列 一 一 对 应 关系 : 
Ga) Wew, vi>0 SOf 一 im 人 (一 上 9) 5 
US WEDO) — Q= ilS s 

并 且 还 有 
a6) Vie @(oy, SON ose) = stor, 


证 。 定理 的 前 一 部 分 由 [1,$4.4 定 理 1] 及 下 面 的 引 理 3 得 
出 。(1.5),《1.6) 见 [I, 54.3 5312]. (1.4) 见 [7, IX, $12 引 
理 ]。 . > ` : 5 

2. 定 理 设 Xx 为 紧 距 离 空 间 ，0 为 CX) CX 上 一 切实 值 有 
界 连 续 函数 作成 的 B- BW R Ml Aspli) fE CXE 


的 线性 算 子 ,为 要 存在 一 个 随机 连续 Feller 函数 ( 见 ;[1$ 4.2 定义 
4]) pG:,z, A), t2: 0, z€ X, AE B(X) (X f Berel o- 域 ) 使 
得 由 


SC 从 | Plasdy), te CalX), 20 


定义 的 连续 压 疹 半 群 (S6): ;:2 0) 的 无 穷 小 母 元 为 9 的 充分 与 
必要 条 件 是 
(2.1) 2 的 定义 域 @ (Q) ECX) hA; 
(22) v 二 0 Ah, ZU = 19) = C,(X); 
(23) Vié @(9Q), 12 0, 
min(f(z): z€ X) > min (fde) — 10f1(x):x€ XY, 
(〈 因 和 是 紧 距 离 空 间 ，fe Cs(X)》 达 到 最 小 值 , 记 号 合理 ); 
(2.4) 恒 取 1 为 值 的 常 值 函 数 Le 2(Q),- QY — 0, 


< 10 ° 


在 此 条 件 下 ，Feller 函数 是 唯一 决定 的 。 

证 。 定理 的 前 一 部 分 由 下 面 的 引 理 3 并 将 [1，$ 4.4 定理 2 
的 证 明 作 如 下 的 注释 即 可 .。 

[1,$ 4.4 定理 2] 得 到 的 必要 条 件 是 (2.1),(2.2),(2.4) 及 
(2.5) VIE D(A), 若 f(xo)=max{f(x):x€ X}, W Ofe) < 0, 
将 了 换 成 一 / 即 得 : 若 f(z) = min(fGO: z€ X}, 则 9f(#) 之 0. 
于 是 有 

min{f(x):x€ X} = f(x) > (z) — 19J(z) 
7 > min[ (z) — 19j(z):z€ X), 
此 即 (2.3). 至 于 充分 性 的 证 明 。 该 定理 的 证 明 中 实际 上 证 明了 
《2.3) 推 出 (1.3) 即 该 处 的 (31) 推 出 该 书 $ 4.4 引 理 1893), 然后 
应 用 下 面 的 引 理 3 可 将 该 定理 的 条 件 bvVg é Cs(X), aj e P(A), 
2J — Q! = ga > 0)) 中 的 (> 0) 换 成 “YV14 > 0 充分 小 * 即 得 
定理 的 前 一 部 分 ， 

定理 的 后 一 部 分 为 L1,§4.3 定理 9] 

3. 引 理 定理 1 中 的 条 件 组 (1.1)，(1.2),，(1.3) 与 条 件 组 
(1.1),G1.3) 


(1.2) vi> 0, Ril — 20) =W 


等 价 . 
AE. Gi) (1.1), (1.2) (1.3) 一 >(1.1),(1.2),(1.3) 显然 . 今 
往 证 反 过 来 也 对 。 这 只 要 证 明 : 若 0< 一 >, M 
R(T — 10) = W => (1 一 79) = W, 
设 g€ W, WH @%(1 — 20) = W 及 (1.3) 知 (1 — a0) K 
(I— 49), V€ W, ERREXKI, AMTAA F bs v k 
HT: W — D(A): 


“ 


(8.1) ThA ° U — 40)"'g 


‘Ile 


十 7 一 4(1 10)4.a€ W. 
F 
由 (1.3) 知 


(32) [Th — Th < TL HT 10h, — hh) 


< LTL fh hl W, 


若 能 证 明 : 有 一 唯一 的 j W 存在 使 
(3.3) Tf=f 因而 IE 多 (9)， 
则 由 (3.1) 得 
h 
从 而 1 一 rat g, IRER: AU 一 70) = 
Gi). +£kEüE: (3.2) =>3f€ W 使 (3. kar, 而 且 上 唯一 (这 
实际 是 压缩 映射 原理 )。 
令 
(344) .fj 会 0 ( 零 函 数 )， fn 会 Tf,，n 一 0,1,2，。 
则 Vm,n 之 1， 由 (3.2) 知 


(35) IM. — /ol < (= LAY hfa — fl 
(=Y it, 
再 由 (3.5).(3.1) 及 (1.3) 知 
IA < > Wan — fell < > | 


*=9 


< x (Y 1 a -aara 


(20 = 2 g+ I 


<5 = u 2) lgi = igl; 


*=0 


Rne 


从 页 由 (3.5), (f) 为 多 中 的 基本 列 ， 故 ew 使 tj 由 
(3.2) 知 Th —> Ti HE ha = TI. 得 知 3f€ W 使 (3.3) 成 立 。 
ŻA hohe W 使 Thi 一 fi， = 1,2, 则 由 (3.2) 得 


lh — hl < I lh — fl» 


由 此 即 知 
fh mm h. 
4 定义 RTH B- 空间 WW 上 的 算 子 , 则 
GIT) ~ (Q,Tf):fe @(T)) 
称 为 了 的 图 ,在 W X W 上 定义 运算 及 范 数 如 下 : 
(fg) + (s8 Ah + hsg + g), 
a(f,g) = (afsag), figis gE W, a€ (—co,oco) 
(42) lG,g)W2S10 + Hal, fee ww. . 
# G(T) EW x 所 中 的 闭 集 , 则 称 了 为 闭 算 子 。 若 
S,T REW LERTE G(s)CG(T) ( 即 @(s)c ACT), E 
Vie @(8), # 引 一 TI/)， 则 称 了 为 S 的 一 个 扩张 ， 称 5 为 7 
在 DS) 上 的 限制 (或 压缩 ). 今后 记 算 子 7 在 D(CB(7)) 上 
的 限制 为 Tlp。 若 有 一 闭 算 于 为 其 扩张 , 则 称 7 为 可 闭 的 , 若 有 
一 算 子 了 使 G(T) = G(T)(G(T) EW X W 中 的 闭 包 ), 则 称 
T 为 的 闭 包 ,今后 恒 记 算 子 工 的 闭 包 为 元。 显然 示 为 闭 算 子 ， 
在 了 可 闲 时 ,对 T 的 任 一 闭 扩张 人 来 说 ，G(T)CG( 全 )。 此 外 还 
易 看 出 : 
T 为 WW 上 的 闭 算 子 当 且 仅 当 : 若 VICIT), 
h> Th KAW EPT) B Tf = limTf,. 
T 可 闭 当 且 仅 当 : 若 v(J.)C@ (T), t.— 0, 有 

ua frs kak Blim T. = 0. 


5. 定理 设 0,9,,n >, :分别 是 上 连续 压缩 半 群 (SGD: 


enoe 


(4.1) 


(4.3) Í 


t> 0), (S.G):: > 01 的 无 穷 小 母 元 ,了 是 克 的 称 子 集 ， 


DC@(0.),n >0, H 0 = Ol. 
若 WIED 有 Qj — f, WJ Yew, 有 
(5.1) Yael0,00), sup IS.G)f— Sf —0 (n — eo), 


WE. (Gi) 先 证 ， 在 定理 的 假设 下 ,v1 > 0 有 
(52) Vi€E WwW, (M — 9,)H — (41 — Q) 'I, 
首先 注意 由 定理 1 知 V> 0, QI 一 9,)"',(41 一 0) FF 
在 且 由 (1.3) 知 有 
(53) IlGI— 2V) Sam oe 
任 取 1e (231 一 0)D， 则 存在 z€ DC 9.) 使 1 一 (11 一 92)8， 
且 当 ”一 co 时 有 
6.4) I(@I— 9.) f— (M — O) 'f| = I(21 — 9.)''f gl 
= QI — 9,)'(Q, — 0)gll < 4)(0, — O)zl 
— 0, 
于 是 若 能 证 明 (X41 一 2)D 在 上 中 稠 , 则 由 〈5.4),(5.3) 易 知 (5.2) 
RX. I 
为 了 证 明 (X41 一 9)D 在 到 中 稠 , 任 取 g€ W, H(12)K5I 
理 3 知 3fe DO) 使 (21 — OJ — z. XH o = O|> 知 
{(1,9)):1€ @(0)) = G(Q) = G(0| s) 
= {(,9)):fe D}, 
于 是 3(/.)CD 使 /, 一 1,81, 一 2f。 因 而 
BAI 一 9) 刀 一 (11 — O)f = g, n>, 
B ge (1 一 9)D. 故 (41 一 9)D 在 到 中 稠 ,从 而 (5.2) 成 立 。 
(iD 由 [1,$ 4.3 定理 2 或 本 章 习 题 4] 知 (5.2) 等 价 于 当 n— 
oo 时 ， 
[sata z [ soya, fEW, > 0, 


由 S.G) SO) 的 压缩 性 及 函数 集 


. it o» 


N 
LPANhADA D are- a E (—,%), 


k 2>0,N 二 1,:€ [0,00)} 
在 Li(10,c0)) HRA: 当 mn -> oo 时 ,Vie W, 有 
(5.5) Vh € LL0,00)), | aC)S, Cfdr — [AOSA 
成 立 . + 和 
GO DAVIS ADsCDear。 ge W, h€ LUO, oo))), 
则 多 在 mw 中 稠 ， 事实 上 ,由 [1, $4.3 定理 2 或 本 章 习题 4] 知 
GI — 0)-'g— [esgar D, gEW, 12>0, 


从 而 @(o) 一 多 (41 — 9)C 2 , HHZ (Q) tw him @ 
#Ewrh#l. ° 
Gii) 今 往 证 : VI(e 2, (5.1) 成 立 、 
由 D 的 定义 (5.6) 知 3gE W, h€ LLCO) E 


(5.7) 1 = | SCDedr。 
: i l 
(5.8) 1. 会 | 4D5.(Ogdr， 
则 由 (5.5) 知 


IIS,G)f 一 SC)j S lf tl — 0,(n— co) 
对 re [0,oo) 一 致 成 立 ， 所 以 要 证 (5.1) 只 需 证 : 
(5.9) Vne 10,00), sup ISD — SC) 州 一 0 (n — co), 


由 半 群 性 及 (5:7) 知 


°) 此 处 及 以 下 的 积分 都 是 Bochner 意义 的 ， 关 于 Bochae: 积分 见 [7. 
v. $5) a Ç 


elso 


Sof = [osa + gas = [aG 一 DSCoee， 
同样 地 应 用 (5.8) ,对 $5.(z)f。 也 有 类 似 的 等 式 ,因而 令 
0, £ < t, 
h(s — 1), s>t, 
则 Wre [0,oo), hE L.([0,oo)) E 
GAD sf = | OSO gds SDA — |” AOSE 


下 面 我 们 证 明 : Ve >0, Vie [0, co), IN, >1 K 8, > 0 
使 当 n>N, 时 有 
(5.12) Vr é  — 8,,£ + 8,) [0,co), 
IS.) — S(r ill < s. 
事实 上 2 由 (5.11)、(5.5) 及 he Li(10,00)) MEN, > 1 EH n> 
N, W, š 


(5.13) ISa) 一 S(2)/l 


(50) GS| 


2: = s; 
I yes.) — [hs sasl < E, 
再 由 A BE (5.108108 s — a 8, 
|,e) — e) = MAC la 
+ Furo- AG + | sl)ld — 0, 
于 是 38,2> 0 使 当 r€ G — ntt 6) R, 时 ， 


(5.14) NSE Dha 一 S.C2)f,ll 
EE [io ZAO el < 5. 


(5.15) ` ISG) 一 Soti 


. 14. 


(5.113(% 
< í hels) — hls) lds © Ig! < A 


由 (5.137,(5.14),(5.15) 即 知 当 n > N, 时 (5.12) 成 立 。 

现在 来 证 明 (5.9): Vu € [0:co), 任 取 s > 0, 则 由 (5.12) 知 
Vie [0, xs], 3N, 2 1 及 8, > 0 使 (5.12) 成 立 。 由 于 G 一 6,， 
1 十 ó), t€ [0,0] 83 [0,w]， 所 以 由 有 限 复 盖 定 理 知 存在 有 
IR a K 668, 0, 一 1,2,"… 玫 使 


K 
U G, — t, + 5)2[0,51. 
k= 
$NA max Nas WH (5.12)8122 n > N ht, 


IS,GOf,— SOH < s, Yre LO, 
这 就 证 明了 (5.9)。 因 而 YEP, (5.1) 成 立 。 
Gv) 最 后 证 明 : V1e W , (5.1) 成 立 。 
事实 上 ,由 于 多 在 Ww 中 稠 . Vs > 0, age 多 使 
8 
W — el < 3: , 
于 是 由 (iii) 知 Vne [0,00),3N >14 n > N BF, 
sp, IS.) 一 SOH 


< sup (SAFf ~— oN + sup lS,G)g — Sgi 
<<, tt 
+ sup Isele — f)! 
<2lf — gll + sup IIS,G)g — SC)gll < s, 


即 (5.1) 成 立 。 口 

6. 注 由 定 理 5 的 证 明 Gü) 的 最 后 一 段 可 以 看 出 ，(5.1) 可 
以 加 强 为 
(6.1) VKCR, RE, sup||S,G)1! 一 SG) 州 一 0 (n — e), 


eli? o 


$2 存在 定理 的 陈述 


本 节 将 叙述 关于 无 穷 粒 子 系统 马尔 可 夫 过 程 存在 的 一 条 相当 
一 般 的 定理 ,然后 说 明 它 对 自 旋 变 相 过 程 、 排 它 过 程 及 其 它 过 程 存 
在 性 的 应 用 。 至 于 这 条 一 般 定理 的 证 明 留待 下 节 去 完成 。 

1. 记号 与 有 关 预 备 知识 。 除 特别 声明 外 、s RTR, S 
# s 的 一 切 有 限 子 集 组 成 的 集 ( 集 类)。 

Yue S$，Y。 表 元 数 多 于 1 的 紧 距 离 空间 , HERTE po， 当 
Y. 是 有 限 集 时 , 则 赋予 散 拓扑 ,距离 o。 定 义 为 


l. y> v, 
eO, = Í ; 
0; y= F; 


yy € Y.. 


VACS, 令 XWA ][Y, (BD Y., ue A, 的 乘积 集 )， 记 XX 一 


X(5)。 当 所 有 Y。 都 与 Y 相同 时 , 记 X 会 Y5，X(4) = YA, X W 
乘积 拓扑 ,因而 X 为 紧 距 离 空间 ,其 距离 可 以 如 下 给 出 : 对 5 给 
一 编号 S= {am h 在 X 上 定义 


an DAD 3 LoD auDA 


其 中 n= {nCw):we SteX, n= In(u);u € S}, u) nlu) € Yus 
P. = pn, [附录 推论 1.3]。 

C,(X) 表示 X 上 一 切实 有 界 连 续 函 数 作成 的 B- 空间 ， 范 数 
定义 为 fl 人 sup{1f(a)1:ae X), f€ Ce(X)。 由 于 X 是 紧 距 离 空 
ij, C,(X) 与 X 上 一 切实 连续 函数 集 C(X) BF, B Vfe CCX), 
f 必定 一 致 连续 且 在 X 上 达到 最 大 值 与 最 小 值 : (以 上 有 关 拓 扑 的 
结论 在 附录 4 中 都 有 明确 的 叙述 和 证 明 ). 

Vues, F. BY Borel o- 域 ( 当 Y。 有 限时 即 为 Y。 的 


. 18. 


一 切 子 集 作成 的 o- R) vAC5,.F (4h) 会 全。 & Fn 


“EA 


uE 4， 的 乘积 o- 域 ， 也 就 是 X(A) 的 Borel o- 域 , [附录 引 理 
1.5(iii)]。. 多 (4) 会 4 XXGSNM):46 Z .,(A)), HAES Bi, 
= (A) 称 为 以 4 为 底 的 柱 集 类 ,人 F (A) 称 X 的 柱 集 类 . 记 ， 
FAFS) = F), 
它 是 X 的 Borel o- 域 [ 见 附 录 引 理 1.54iii)]。 
和 导言 中 所 解释 的 一 样 ， 3 表示 所 要 讨论 的 粒子 系统 所 能 占 
据 的 “位 置 " 集 , Y, 表示 位 置 ue S 处 可 能 的 状态 集 ， 称 为 因子 
空间 。X 的 元 表示 整个 系统 的 状态 ， 按 物理 习惯 称 之 为 粒子 系统 
的 组 态 ，X 为 整个 系统 的 一 切 组 态 作 成 的 集 ， 称 为 系统 的 组 态 空 
ËJ. XA) 表示 在 4C S 上 的 子 系统 的 组 态 空间 。 £ (A) 表示 
4 上 的 子 系统 的 事件 域 ,而 多 (CA) 则 表示 整个 系统 只 涉及 A 上 的 
子 系统 的 事件 集 。 AE EXCA), XCA) x (Ç) 表示 整个 系 
统 在 4 外 的 组 态 是 《 的 一 切 组 态 集 ， P 
# (A) X 1¿)@lA X (t): Ae FA) 
表示 整个 系统 在 4 外 的 组 态 是 《 的 那些 事件 组 成 的 事件 集 。 

. 为 了 下 面 钱 述 方便 ,我 们 还 引进 以 下 一 些 记 号 :今后 将 n(xw)， 
Cu), Riwut) 表示 ,56,"… Eu E S 处 的 状态 , 因而 
有 必要 时 ,nm,56,5& X RER {mn(w):w€ S}, iT): uE Sh AE): 
s€ 3) -ran Gs ë € X(A) BRR {mn(w):w€ Al, {u:n e At, 
{6(W):wE Al... # n= Aman Se X, W 
VACS, nen) Aln): ue AY € X(A) RAN eE X 在 X(4) 上 
的 投影 . 设 nE X(4),5& XCA) EX 
nlu), x€A, 

Elu), s€ SNA, 
-Et MCS 《一 1,2,-- MARXE 


n X t€ X: @ x DG2 ë Í 


. 19. 


U A= A, m EXU)» 
则 定义 =r A . 
m X +. X n. € X(A): (m X e X n.)(u)&m (u) 
uE A k= 1,2,-- ,n, 
BI m X …* X x.€ X(4)， 它 在 X(A4) 上 的 投影 为 me 

以 P(X), @(X(A4)), —&(X(A)), ACS, 分 别 表示 (X, 
多 )，(X(4), 多 。4))， 上 的 概率 测度 及 有 限 测度 集 。 

LEX 粒子 系统 的 局 部 动力 特征 由 一 族 转移 测度 (A, n, 
A), Ae SANtdj, nE X, AE F(A), 给 出 ,它们 满足 以 下 条 件 : 
(2.1) VAE SNIE}, n€ X, c(A,n,*) € —&(X(A)); 

(2.2) Y4e SN btn > csn) EXE AXA) 中 的 连 
续 映 射 , 其 中 AXA) 赋 弱 收敛 拓扑 ; 
(2.3) VAE SNo}, n€ X, elmin) 一 0。 

c(A; n, A) 的 直观 解释 是 : 设 目前 的 组 态 是 y%。 在 4 上 的 坐 
标 将 发 生 改 变 的 概率 速率 是 c(4,n,X(4)), 而 A 上 的 坐标 改变 到 
AEF (A) 中 的 概率 速率 是 (AnA) AA cCA, n, A) 也 可 
称 为 转移 概率 速度 测度 。 熟 悉 4 过 程 的 读者 很 容易 发 现 它 与 9 函 
数 4(X,4) 有 类 似 之 处 . 

在 作 进 一 步 一 般 讨论 之 前 ， 我 们 先 看 一 下 (A, x, 4) 与 自 
旋 变 相模 型 和 排 它 模型 之 间 的 关系 。 

当 Y, 一 40,1} 时 ,车 


141 宇 2 或 4= {u}, A= {aluh 


OD anD e, A= l), ADU 一 ao 


WJ ((A,n,4) 给 出 了 自 旋 变相 模型 。 
当 Y. = 40,1) 时 , 若 
。20 。 


clu,v,n), A= u,v}, me œn, B. 
(2.5) a( A,y, AJA AD(18.5,.1: Ea = n, Š, = n.) 
°, 其 它 。 
则 c(4,7,4) 给 出 了 排 它 模型 
由 上 述 e(A,,4) 的 直观 解释 , 可 以 设想 ,需要 构造 的 无 
粒子 系统 马尔 可 夫 过 程 的 无 穷 小 母 元 应 该 具有 下 列 形式 : 
CO OMAE fy And X ns) — 1 


(如 果 它 是 闭 算 子 ) 或 者 是 2。 这 里 首先 产生 的 问题 是 (6) 的 定义 

域 是 什么 ? 为 此 给 出 下 列 的 定义 

(2.7) Vi€ C,(X), w€ S$, Au) Asupi A X nsua) — Fl: 
n€ X, LEY,! 


G DOO eG: MEA Ba) < oo} 


(29) Y4e S\Np}, cAsupielAsn X(A)):nE X} 
3. 命 题 在 上 述 记号 及 假设 下 , 设 


(3.1) sup D eues} <o 

则 Vie 多 (X), 由 (26) 定 义 的 o1e CxX), 而且 有 
G2) lori < (sug Z ea) MAN 
因而 以 后 约定 

(33) D0) = PX), 


证 ，(1) 先 证 ; # fe C,QO, M 
GODAL EA ADE x Osu) — f] € C00. 


事实 上 ,Vn€ X,g(n, DAC) X nsu) — fn) € C;,(X(A)), 
因而 (3.4) 的 左边 有 意义 , 且 由 (2.2) 知 Ys > 0, 38, > 0 使 当 
Pln) < 5 时 


(1. 


G5) ||, deC O — fet, m Oreo < 8. 


5—JH, g(r, Q), (n, Z)€ X x XE) 是 连续 函数 ， 由 
X x X(A) 是 紧 距 离 空间 知 它 是 (n, L) 的 一 致 连续 函数 。 因而 
36,> 0 EH Cin) < 8, BF, Vz e X(A) 有 
(3.6) |g(8,ç) — gm t) 1 < s/2c, 
于 是 当 o(ñ,n) <ô Nð: 时 ,由 (3.5),(3.6) 知 


IAG 一 AD < [etapga EE) — e(a,D | 
+ {fC DED) — felda) | 


< (6/2e,)clA,ñ, XCA)) + . 


< + =s, 
2 2 
# he C(X) = CX). 
GD RK IEX), Ç X nsw 可 以 看 成 依次 改变 9 在 人 

上 的 坐标 nG), A, ER CGO (每 次 改变 一 个 坐标 ) 而 得 ， 于 是 
由 Ay(w) 的 定义 (2.7) 易 见 

G X.nsa) =I] < DA). 
因而 由 c, 的 定义 (2.9) 知 I 
G.7) 作 ca5DUG x Os n|<¿ XAG. 

` LAFI 


再 由 4 的 定义 (2.6) 知 : 34 fe @(X) 时 ， 
sup |f) < Dea D aG) 


“ea 


-Pea 


< (wpe) «Milh 


e2 e 


- Wmr 


即 (2.6) 的 右边 为 绝对 收敛 的 连续 函数 项 级 数 ， 所 以 9fe Cs(X) 
且 (3.2) 式 成 立 。 O 
4 记号 在 叙述 定理 之 前 ， 我 们 还 需要 一 些 记号 。 Wues, 
AES, $ 
(4.1) ¿(ws)éssupl|e(A,nsuao X Eat) — lAn llan 6 X, 
LEY} 
其 中 li 表示 FA) 上 的 o- 可 加 集 函 数 的 全 变 差 ， 它 是 
<(4,m*) 依赖 于 坐标 (2) 的 量 的 度量 。 其 次 令 
> >= u, 
(4.2) y(x,#) = > SG dai x,uesS 
0, x= u, 
再 令 
UD MDAe: A:S R, el D 16001 < o } 
“eS 
并 定义 4(S) 上 的 线性 算 子 
(4.4) rT: (TR)(W)A D B )rlo,u), pE LCS) uE S, 
此 外 再 定义 


(4.5) M Q sup Ix > calu):v € s} = sup [E rouv € s}, 


(4.6) seinf inf D3 le(A,ms1E:C(s) = m(u))) 
4 
+ ce(Asms i: Glu) = mu). 
当 测 度 族 c(A,n,4) 换 成 A,n A)R RRR 2,4 两 目 
中 定义 的 Qca calu), r(z, u), F, M, 6 分 别 记 成 Q, P, 


eu), P(x, u), M, MM, St 


现在 我 们 叙述 本 节 的 主要 定理 . 
5. 定理 设 (3.1) 及 
(5.1) M <% 


，23 ， 


成 立 ; 则 “ 

G) 存在 一 个 唯一 的 随机 连续 Feler 函数 plzm 4), 20, 
"ne X; AES :使 得 强 连续 压缩 半 群 : 
(52) SO: KAMAG ADIE), fe CX) ne X, r 20 
以 @ 的 闭 包 忆 为 其 无 穷 小 母 元 (今后 称 为 马 氏 半 群 ) ， 

Gi) ZAX} 是 吾 的 一 个 核 , 即 O| oo = 9. 


Gii 了 是 LUO 上 的 有 界 正 算 子 。， p? 
Gv) vfe D(X), ' 


(5.3) n Asuy Se exp T )A/, ; 
(v) # f€ @(X), W SfE @(X), Vr 20, H 
(5.4) MSC < exp[ (M — e)z] * hh 


这 条 定理 的 证 明 我 们 留待 下 节 去 进行 ， 现 在 来 叙述 并 证 明 它 
的 一 系列 推论 。 

6. 推 论 设 ¿(A,n,A), (AmA) n2 1, he Alth, 
meEX，46. 色 。(4)， 是 转移 概率 速度 测度 ， 并 且 都 满足 (3.) K 
(5.1)。 令 0, 9 为 按 (2.6) 定义 在 @(X) ERAF. 19): 
:2 0), 1S.G2: :>0}, 分 别 是 以 “ 9°, go 66 saat Sis 
38. 3 K 


(6.1) vje D(X), lim||o/ geii = 0, 
而 ` TN < 
(6.2) Vi é (0,90), VIE CG,(X)y 


,sup, ISO — SO > 0 (n — eo). s 
证 .. 由 定理 5 知 (Sr > 0}, (SO > 0} 存在 . @ (X) 
在 Cs(X) 中 稠 且 @(x)C @(8.). 可 zw A AEA SGi) 
于 是 由 定理 1.5 知 (6.1) 导 出 (6.2)。 WKE, 由 注 1.6 知 (6.2) 中 的 
“0 之 1 过 ”还 可 换 成 “+E K”, K 为 [0, 00) 中 的 任何 匡 集 。 D 
现在 将 定理 应 用 于 自 旋 变 相模 型 立 得 ， 
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7. 定 理 i X= {0,1}, (c(u, -):u€ S) 是 CX) 中 的 
一 致 有 界 非 负 函 数 集 且 
(7.1) sup{ lleu, "lll:u€ S} < co, 
再 定义 : 
alv), vu, 


1— alu), v =u, 


nE X: Cano) = { 


(7.2) 9:.(01)Q)Ó D elu, mAn —f(n)), ` 


“es 
@(9)# Z2(x). 

则 (iD 存在 一 个 唯一 的 随机 连续 Feller 函数 p(:, m A) > 0， 
n€ X, AEF 使 马 氏 半 群 


(7.3) SG): SOMDA |pCsn d0), n€ X, fe G,(X), : > 0, 


以 8 的 闭 包 了 为 无 穷 小 母 元 . 

Gi) 存在 一 个 以 elu, n), z€ S, n€ ,为 速度 函数 的 自 旋 变 
相 过 程 {%:1 宇 0}， 以 (i) 中 的 p(1,n,4) 为 转移 函数 。 

Gii) W (A, > CZ, A,1S, 并 令 
(7.4) 0, (LAMA D mlan) — a)n E X, 


f€ D(X) = P(Q), 
则 9, 是 以 X) 上 的 有 界 算 子 ; 且 有 一 以 X 为 状态 空间 的 随机 
连续 Feller 过 程 ;用 它 的 转移 函数 p.(z, n. A) 按 (7.3) 定 义 的 马 
KER (S.G): 20) 以 92. 为 无 穷 小 母 元 ; 对 [0, co) 的 任何 紧 
TK K fe Cs(X) 有 
(7.5) sup IS 一 SAF > 0 ` (n — co), 


W. ZONEX <(4,，?，4)， 容 易 验证 (2.6) 定 义 的 算 子 2 
即 (7.2), 此 外 


? 49 


ai <- M2 7 
° Ue J, A= iuh 
央 而 
spf enne S} ~ sup{ lels :ue S< oo, 


Adu 


BD (3.1) 满 足 。 还 有 由 (2.4)，(4.1) 知 当 |A| >2 时 el) = 0, 
veS; 当 A= {u} 时 ,由 (2.4)，(4.1)，(2.7) 知 Vv € S, v >< x, 
有 

cilo) = sup[|ce(8,,n) — e(u,n)| :ne X} = Acn) 
因而 由 (4.5), (7.1) 知 


M 一 sup > Cinu) 一 sup > Aashu) 


uar 


< suple, N < >. 


故 由 定理 5G) 知 G) 成 立 。 

再 证 Gi): 由 (G) [1,$ 4.2 定 理 2 及 注 2] 知 存在 以 p(r,n, A) 
为 转移 函数 的 区 机 连续 Feller 过 程 (a:t >0}, Prine X)). 
Vne X, Œ fOloàacexaewsco € C; (X) [附录 , 引 理 2.61 及 


Il = D Alo) = Ala) = 1 < oo 
知 fe DO). 故 由 (7.3),(1.16),(7.2) 得 知 
A Pyl) < n())| ,— 
~ $ pG, E: s) = nD 
= $ SOD m = (OO) — Gem. 


即时 言 中 (2.2) 的 第 一 式 获 证 。 为 了 证 明 导言 (2.2) 中 的 第 二 式 , 取 
f= luarna 并 仿 上 法 即 可 。 故 上 面 构造 的 过 程 是 以 
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e(u,n) 为 速度 函数 的 自 旋 变相 过 程 。 
由 推论 6 知 要 证 Gii) 只 需 证 Q. 是 CX) 上 的 有 界 算 子 即 
可 .事实 上 ，Vfe Ce(X)， 显 然 .je C,(X), 


I9.f| < D lec, O 2AN < 214.1 Cup lete D1) + WO 


ut sn 


8. 推论 ” 若 伊 辛 模型 的 交互 作用 势 @ 满 足 ; 

(8.1) BAsup [E ADA: ues} <=, 
4. 

则 伊 辛 过 程 存 在 。 

证 。 由 于 当 4e S 时 ， 

xam A [] (2209) — D 
是 柱 函数 ,因而 由 附录 引 理 2.6(i) 知 连 续 。 又 因 
|> oAD| < E 16001 < s < >, 


所 以 ¿(sw, +), w€ S， 连 续 且 一 致 有 界 。 故 由 定理 7 只 需 验 证 
ij; 


由 中 值 定理 得 
(8.2) |et— e| < |z — yl st, Vr,y€ (—co,co), 
又 易 知 
0, e€ A, 
(8.3) XA XD) = {pn ve 


于 是 由 导言 的 (3.2) 及 (8.2), (8.3) 得 


lels) — c(u,n)| 
<a> POG — U| ea 5296011 
Z=: 名 


。27 。 


<28 27 VOAB). ; 
放 由 上 式 及 (8.1) 得 | 
leca A = D A<. OEDI > 1001 


,VES As, 


一 mai > JOCA) |e” 


— 28 21 | AIID(A) e < 28Be, 
从 而 (7.1) 成 立 。 故 伊 广 过程 存 在 。 
9. 推论 ”接触 过 程 恒 存 在 ， f : 
证 .由 导言 的 (3.1) 知 Vues, (u) 是 柱 函数 ， 因 而 过 续 
B. |le(u,-)| < max(1,|D|), # cl(w,*), ue S, 一 致 有 界 . 于 


是 剩 下 的 只 需 验 证 (7.1)。 事实 上 ， 由 导言 的 《3.1) AUA r% w 
时 ， 


s — x€ D, 


A, 
Acw - 
wne) Ü: v— x€ D, 


而 Aano) < 1+ lD, 
D A. KUUDE ， R2 1<241D| +'1, 


故 (7.1) 成 立 。 
10. 推 沦 当 X 一 (0,1}*， 速 度 函 数 为 


(10.1) elun é D puoleen) z€ $, n€ X, U °: 
ves 
其 中 
pluv) 20, s,e€ S, Xy bz) 一 1 z€ $ 


的 模型 称 选举 模型 ,与 之 相应 的 自 旋 变 相 过 程 称 为 选举 过 程 ,选举 
过 程 是 存在 的 


-28.0 


证 . 先 证 : Vues; clu, -jE C(X)= C,《(X)， 设 。 为 由 
(1.1) 给 出 的 X 的 距离 其 中 o y) = 1, 4 7y; — 0, 5 
y = y: Hk (nn) —>0, m n€ X, WS 充分 大 时 n(u) = 
mkx) ， 此 时 容易 算出 i 


len) = etn] = TD paa) — (9) 


` = > plo), 


其 中 A,A € S:m(z) = n(e)) — 3. 因 而 上 式 右边 ->0, Weu, 
e) ECX) = CAX). 
其 次 ,显然 有 len < 1， 并 且 容易 验证 : 
I 
Dopu, w) (2n(w) — 1) 
lelu, n) — e(u,n)| = 2 ” 
; ipon) — DI, u 


2 一 u, 


故 
lleus oN 一 Ac + 2) Aa) 


= 1+ Dp(u,v) < 2, 
va 


即 定理 7 的 条 件 满足 ,从 而 选举 过 程 存 在 。 口 

选举 模型 可 以 有 如 下 直观 解释 : 设 “0”、“1” 表 示 两 种 不 同 的 
观点 。 在 处 的 人 的 观点 的 改变 受 ç 处 具 不 同 观点 的 人 的 影响 ， 
其 改变 的 概率 速率 为 p(w,v)， 这 种 影响 是 独立 的 ,因此 «处 的 人 
的 观点 级 变 的 总 概率 速率 是 D po), 此 处 和 式 23: 中 的 v 
遍历 所 有 与 * 具 不 同 观 点 的 z. 

将 定理 5 应 用 于 排 它 模型 即 得 

11. 定理 ik X = {0,1}5, Vu,z6€ S, clu, v, *)€ G, X 5, 
且 满 足 
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(11.1). Yn€E X, c(u,e,n) = cv, us) 2 0; (uyw, n) = 0, 
Ns = n. i 

(11.2) Vu,ve S, aclu, v) WE \elusvs)] < clusv)=c(v,u). 
c(u,u)=0, 

01.3) šip [E noues} <>, 


res 


(11.4) 3B >0 使 Yu,ve S, |llelusv, l| < Beluso). 
,再 Vu,v€ S, n€ X, 定义 


alw) wuy 
ME X: Cun mnl) = nv), ww 
nlu), wy 
BD m 在 wy 处 的 状态 互 换 而 得 到 的 组 态 是 wvm。 

W G) 存在 一 个 唯一 的 随机 连续 的 Feller ÄM p, n, A). 
220, 16X, AEF ， 使 得 由 它 按 (5.2) 定 义 的 马 氏 半 群 {S(D: 
z 之 0} 以 算 子 
(11.5) Q; ONAF D elun Dum) — fn) 1 


ures 


fe BNADX), 
的 闭 包 吕 为 无 穷 小 母 元 。 
Gi) EEDA Co) 为 速度 函数 的 排 它 过 程 ((w:z > 
Oh, Prine X})， 它 的 转移 概率 是 G) 中 的 PU). “ 
Gü) Man 2>11< Z, A.S, 3 


(11.6) 0.: (0P > cluso mlu) =H] 
fE CCX), 


划 9. E c,(X) 上 的 有 界 算 子 ,有 一 以 X 为 状态 空间 的 随机 连续 


ene 


Feller 过 程 ,用 它 的 转移 函数 pisn A) 按 (5.2) 定 义 的 马 氏 半 群 
15.(2):+ 之 0} 以 9. 为 无 穷 小 母 元 , 且 对 [0, co) 的 任何 紧 子 集 天 
及 fe Cs(X) 有 

(11.7) supi |S Ce) — SCOfll:iE K — 0 (n — co). 

证 . 按 (2.5) 定 义 ¿(A,n, A), AES, n€ X, AE FAA). 
容易 验证 按 (2.6) 定 义 的 算 子 即 (11.5)。 此 外 有 c= 0, 4 |4| 
*— 2; e= lle, e, ll 当 |4| =2, A= {uw}, TEE 
(11.2),(11.3) 


“f5 cau€S } 一 «fZ jelusv, -Jlli € s} <, 


即 (3.1) 成 立 。 今 往 验 证 (5.1) 成 立 。 为 此 先 计算 cw), wes, 
TRH A| 关 2 时 ，ca(w) 一 0。 当 4 一 tu v}, u ç Bf, 
由 (4.1) 知 
Ci w) 一 supt liel iuo} wns) 一 c(twsoj ,nen E X} 
pet eCusv} wn) — uvt” )|as, ai n68 X, 
x n =Æ n,), weE{ uv} 
sup{lleC{u,v} .n°)—e( {uo},n,° )|lu.o:n€ X, h 
wE {u,v} 
当 e€[u,e), n, >€ n, BP, WE c(lu,el,20,:), cUuvtn:) 
的 负荷 都 集中 在 {E€ X({w,v}):5(w) = n) E) = u) E 
所 以 
leC{wsv} wns) — (Auv }an le 
= |e(u,s,.n) — cu,v,n)|. 
当 we {wv} BF, n) = n(e), Canu) = (wm)(v) 必 有 一 成 
立 , 因 而 c({w,v},wn，*)，c《({w,v},n，,") 必 有 一 且 仅 有 一 为 零 测 
度 。 故 此 时 
leuo sun) — Uuri an” Diiw 


S 
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alse, Con) (n) = (wn) (e): 
Jelusvswn)|s n) = a0). 

总 结 以 上 讨论 即 得 

Acu (w), weE{usv}s 
leav, )lls w Etuvo}, 
` FEMENAS), 11.2), 11.3), (11.4) 及 此 式 得 
M 一 12 D ca. aG): vé s} 


uav wav iwi POENT: 
`= >| D Sc) + er va > ME: 证 s) 
Wey Lucia, 
《11.4X11.2) a 
. < sup{(B + 1) E Ures < co 


Ms 


cn) = Í cw) =, |Al * 2, 


故 (5.1) 成 立 ， 于 是 由 定理 5CQ) 知 (i) RY. 
往 证 Gi): 由 过 程 理论 ( 见 [1, $ 42 定理 2 RE?) 知 存在 
以 pG, m A) 为 转移 函数 的 随机 连续 , Feller A, Uu: > 0), 
{Po:nE X}). Vu, € S, u e 2, Vn€ X, n e n, + 
fA luacxu, =s, 6 一 9w)9 > 区 


引起 26 及 (2 fe D(X) = (D), Ë. 


ys) = alo Jan (o) = n(u))]|;— ` 


à . PEO) P; 


= (Of) a) = c(u,v,n). 
此 即 导言 中 (4.1) 的 第 一 式 - 至 于 要 得 到 导言 中 (4.1) 的 第 2 
只 需 取 1 会 fuezr inont nenangi 并 仿 上 证 明 即 可 、 故 
S a clu,zsn) 为 速度 函数 的 排 它 过 程 ， 
由 推论 6 知 要 证 Gii) 只 需 证 O, 是 Cs(X) 上 的 有 界 算 子 邯 
可 。 EXE, Vc Cs(X) 显然 


e 32 ° 


je C,(X). M: 
lo < 2 D lele D 


Cry 


< AÍ" Zlec, MW) WO 


12 推论 设 格 气 模型 的 速度 函数 
. Í ° neu) = nlo), u,v€ S, 
(12.1) cluso, n) Ajn) lun) pluv) + n(e)e(6,n)P(u,e), 
nlu) œ nlo), n€ X, 
其 中 c《w,m) 满足 定理 7 的 条 件 ，p(w,v) 220, pluu) = 0, 


(12.2) sup >) [plu,v) + plv,u)] < oo, 


则 格 气 模型 的 排 它 过 程 存在 ; 
证 。 显 然 Vu,v€E 5,，c(w,v,*)E CX). R. 
leCu,v,)N < sup |eGe,: pls) + p(e,)1. 


FEG clue) Ocllo) + p(eo8)], cA suplje), H 


(12.2) 知 (11.2),(11.3) 成 立 。 今 往 验 证 (11.4)。 

当 ” 一 # 时 ， 显 然 (11.4) 对 任何 B > 0 成 立 。 故 只 需 讨论 
u ss ç 的 情形 ， 当 o S< wy 时 , 易 见 I 

Aau W) < Aau (wpU, v) + Aas wple), 
令 < 会 sapllc(x， 川 ， 则 易 见 


cplu,v) + Aas (Ww)P YU) ww = u( >= e), 
Aiz)p(usz) + cplvsu) w= vw < u), 
于 是 Vu € Š, ue z, 

llela, v, Dll 一 D Ameo) 


Aiue (W) < { 


< clplu,o) + plru) + > Asws(w)b(xsz) 


WwW 
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+ >) A... (wpa) 


S [sup > Annowo) + e] (pluv) + plv,u)) 


“ win 


BA 1 [sup DE a) + c] 


(由 7.]) 知 B < 0)， 则 (11.4) 成 立 。 故 由 定理 11 知 格 气 模型 的 
排 它 过 程 存在 . 口 
导言 中 还 提 到 排 它 过 程 的 另 一 个 例子 是 合金 模型 ， 现 在 讨论 
它 的 存在 性 。 
13. 推论 设 一 10,1};， 称 具有 速度 函数 
0, nlu) = a0), 


clun) 
ce(u,n) + clv, uen) 


nlu) pluv) 
(13.1) ce(w,2 7) 会 


c(v,n) 
elus) + ¿(,.... m) bot) 


alu) Se (e). 

的 模型 为 二 元 合金 模型 。 若 其 中 plu, v) 满足 推论 12 中 所 列 条 
H, clus n), w€ S, n€ X 满足 定理 7 中 所 列 的 除 一 致 有 界 以 外 
的 一 切 条 件 且 
(13.2) lAinf{lc(u,n):uE Syne X} > 0, 
则 二 元 合金 模型 的 排 它 过 程 存在 。 

证 . 令 c(w,v) 会 p(w,v) + p(v,w)，u,v€ $5， 则 由 上 述 假设 
知 elu, on) 满足 定理 11 中 除 (11.4) 以 外 的 一 切 条 件 。 故 只 需 
验证 (11.4)。 

与 推论 12 的 证 明 一 样 ,只 需 讨论 >< v 的 情形 。 首 先 注意 有 
初等 不 等 式 


» 34e 


a p a 
a+ a+b 
< 一 人 二 人 一 加 oo 
对 fe Co(X)， 记 AfA) — ÍQ), z€ S, w€ X, HJH 
(13.1),(13.2) 知 Ve € S, n€ X 有 
|Açc(u,es*)(a)| l 
lSwelu, X) + | Awelewa] 
FORIS en) E Eran) 


+ plo, ul Ae) + [Awe(ns ws 2) 
j elean) + eltiru) 


< j Auw) + Mewslw) Jelusr) 
取 8 会 sup lle, WERA 
llel Dll = D Awn (w) 
= 22 sup Ac GD 
< Ulee O + Iets lele) 


< Be(u,v). 
此 即 (11.4)。 故 由 定理 11 知 二 元 合金 模型 的 排 它 过 程 存在 ， 口 


$3 定理 2.5 的 证 明 


概括 说 来 ， 定 理 2.5 的 证 明 主要 验证 按 (2.2.6) (2.3.3) 定 义 的 
算 子 的 闭 包 9 满足 定理 1.2 的 一 切 条 件 ,由 于 证 明 较 长 , 先 概述 一 
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RER 3ESEVEBH3 DMR: 1° 证 明 9 具有 定理 :1.2 中 除 (1.2.2) 外 的 
一 切 性 质 ( 即 (1.2.1), (1.2.3), (1.2.4)); 2° “证明 2 存在 且 
RU + 20) 为 CX) 中 的 闭 集 ， 仍然 满足 (1.2.1)，(1.2.3)， 
(1.2.4); 3° ÆU — 10) = ZQ 一 19)2B(9) = P(X), A 
市 如 满足 定理 1.2 RE FBE 2.50). EER 3" 的 过 程 
中 需要 一 些 估计 ,这 些 估计 导致 定理 .2.5 的 《ii) 一 (v) 诸 结 论 .我 
们 将 这 些 证 明 步骤 写成 一 系列 引 理 ， 并 上 顺便 指出 其 中 哪些 结论 具 
有 一 般 性 。 

本 节 采 用 $ 2 第 5 目 以 前 的 符号 。 

1. 引 理 @(X) £ CX) pA. 

证 。 应 用 Stone-Weierstrass 逼近 定理 。 首 先 证 明 Z (X) 是 
一 个 代数 ,显然 它 是 线性 空间 ,因此 只 需 验 证 : 它 对 乘法 封闭 。 没 
fa gE D(X), W jge CX) 且 由 Alu) 的 定义 及 初等 不 等 式 

jab — | < lal - |ó — #| + #'la — a'h 
易 知 有 ` $ 
Arlu) < IAA) + NNA), ue $, 
因而 mog 
Nell < UA» llel + Well- (li < oo, 
故 fg € D(X) ` 

其 次 对 任 给 EE X, S, E WRR DAE n) (o 2 
xX 的 距离 ) 分 离 84,61, BD FCE) — 0 < lr E2) = 1(5;)。 若 能 证 
明 此 函数 fe 多 (X)， 则 由 Stone-Weierstrass 定理 ( 见 附录 
定理 2.3) 知 P(X) 在 CX) HA. 

今 往 证 : AE ED). 设 p 为 (2.1.1) 所 定义 ， 任 取 
meS, WE Plo Al, Ya y. € Y,, Æ Yu 上 的 距离 及 
(2.1.1) 知 VSe Y,,, n€ X, a 

- HG x asw) — Hj ip(S1s6 X tisa) 一 Pla) N 
. 36% . 


|B oE Xo) (AL 


— e.(S,(u,),n(u,)) A 1] 


= Rl pa(E (ui) ON — s (ë.(u,),nGa))A 11 
< 2to,(¿,n(u,))A 1. 
因而 


AG) 2 sup pi Cn) A l: n€ Yazi 


W= Da M f€ BX. o 
kei 


2. 引 理 ”9 具有 下 列 性 质 : 
(2.1) 多 (0) = D(X) 在 CX) HA; 
(22) vie @(0), ¿> 0, 
min{f(n):n€ X} > min{f(a) — 29/(m):m € X1; 
(23) 16 @(0), Q1= 0. 
此 外 ,由 (2.2) 可 导出 
(24) Vie P(Q), 1>0, 令 Af —19f, 则 I< ikels 
诗 。 由 下 面 证 明 可 以 看 出 : (2.2) 坟 (2.4) 对 CX) 上 的 任 
何 算 子 2 成立。 . 
证 。(2.1) 在 引 理 1 中 已 证 ,(2.3) 由 9 的 定义 立刻 看 出 , 设 
j fa) = min(f():n6 X}, 
则 由 9 的 定义 立 知 (21(2) >00. FË 
I) > (u) — 0f) Z mintfa) — 1Qf(m):m € X), 
此 即 (2.2)。 
今 往 证 : (2.2)= (24). 事实 上 ,vie 多 (0) 
If = supi) :ne XI V (—inf1f(m):m € X1) 
而 且 由 附录 定理 22 知 它 在 X 上 到 达 最 大 值 与 最 小 值 , 设 
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K) = suptilan € XY, fG) 一 inflf(m:ne X), 
若 10) > 一 2)， 则 由 (2.2) 即 得 
= (n) < /(n) 一 29/(0) = z(n) < maxg(n). 


# Ia) <ia), WD) 一 /3) = supi (—/f)(m):n€ X}， 于 是 由 
(2:2) 
= —fG) < — tla) — ¿Q(—/f)(n) = —g(y) 
< —minzg(n) 


lfl] < [maxg(m)1] V[ —ming(m)] = lel. O 
3. 引 理 ”0 的 闭 包 2 存在 ， 且 仍然 具有 性 质 (2.1) 一 (2.4)， 
1 -- 20, 4 > 0 的 值 域 是 CX) 中 的 闭 集 ， 
I RU — 10) — AU — 10), 
E. G) 由 (1.4.4) 知 要 证 2 的 存在 ,只 需 证 
(3.1) VICA), f. — 0, Of, 收敛 ,有 Qf, 一 0, 
设 91. 一 4， 则 由 (2.4) 知 V1 220, z€ 多 (0), 有 
IO — 20). + 12) > lf. + ells 
令 n— co 即 得 
lag — 2 — 22Oe|| > lell. 
对 此 式 两 边 同 除 以 4, 并 令 2`0 即 得 
lle — || > lel. 
由 于 ze 2(0) 任意 且 多 (9) 在 CX) HA, 故 在 上 式 中 可 
取 8 一 4， 于 是 即 得 h 一 0, MiO 存在. 
Gi) HF @(O(ƏS2@ (0), (2.1),(2.3) RE. 今 往 证 ; 0 
具有 性 质 (2.2). 
设 fe DD), # fe 鳃 (9)， 则 无 需 再 证 。 若 fe m(ON 
钨 (9), 则 由 $2 第 4 目 知 HLCA) (ë fa >t Q.f — Of. 
令 


g... 一 201.， 
mhal 的 (2.2) 得 min{f.(7):iE X} > mnlg,(m):n € X), 但 
g. — sf 一 10f€ CX), Q n— co, BHS 
min[f(m):n € X] > min[g(n):n € X) 
= min[/(n) — 19f(n):8 € X). 
此 即 性 质 (2.2)。 由 引 理 2 EAI 具有 人 性质 (2.4)。 
Gii) 最 后 证 : Vi 20, (I 一 19) 是 CX) 中 的 闭 集 . 
Ë g ERU 一 10) R. g. — g. MJ 3f. e ZA) 使 ， 
(3.2) I. — 19J, = gae : 
又 由 2 具有 性 质 (2.2),(2.4) 知 
lf. — fnll < lz. 一 eol 一 0 (m,n — eo). 
于 是 3fe C,(X) E> f, WT Qj, = Ala — 8a) 收敛 。 坟 
由 2 是 闭 算 子 知 fe 2(0), B 921j。 一 0f， 于 是 在 〈3.2) pe 
n— o 即 得 i r . 
g =f — 0Je RU — 10), 
BD RU 一 40) 是 C,(X) 中 的 闭 集 ， 至 于 
RU — 10) =RU — 19) 
用 前 述 手法 不 难 证 明 , O 
4 为 了 证 明 RU — 10)O@ (X), 需要 对 函数 的 平滑 性 ( 即 
Alu), MHI 作 些 估计 、 为 了 大 致 理解 这 些 估计 (下 面 引 理 5,6 
的 结果 ) 的 作用 . 我 们 还 进一步 概述 一 下 定理 2.5(i) 的 证 明 方法 . 
首先 让 0 被 一 列 有 界 的 具有 性 质 《2.1) 一 (2.3) HRT OO” 逼近 
而 Vi€ (0, lom) 自动 地 有 
(4.1) R(T — 49'"') = C,( X), 
事实 上 ，V&e C,(X), 
tex A(Q'")tge C,(X) ` 
s": =0 


满足 1 一 29"4 = g, EHE.) E 2 > 0 (4.1) 
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成 立 。 因 此 任 取 ge D(X); Vn > 1, 120, 3/,e CX) 使 
fa 一 Pfam g。 那 么 所 作出 的 估计 ( 引 理 6，7) 使 得 对 充分 小 的 
d, fj。 对 2 一 致 地 平 消 。 令 会 f, 一 49f。、 应 用 关于 1。 的 平滑 
性 的 估计 可 得 
lga — gll = 2||KQ — 9")f > 0 (a — o) 
于 是 g 
BRU — 10) = RU — 10) DD (X) 

从 ga ERU = A0), n 22 1, BH. 

5. 引 理 设 (2.3.1) 满 足 , 则 

G) Ë fe@(Xx), 220, B zgëf— 9, W Vues, A 


(54) ANAE 26) < Alu) + 1 5) rs) Aas) 
x=". 


其 中 Ale) esre) 分 别 由 (2.2.7)。(2.4.6),。(2.4.2) 定 义 。 

Gi) 着 还 进一步 假设 >) < co 以 使 9 扩张 成 CCX) 上 
的 有 界 算 子 , 则 断 语 :(i) 对 任何 fe Cs(X) 成 立 ,其 中 c, 由 (2.2.9) 
定义 。 


证 . 1°G) = Gi). 由 0 的 定义 (2.2.6)， (2.3.3), 命题 2.3 知 
Vie D(X), Qf€ C,(X)E 


-lo < < e(A,-,40)[fG@ X Lsu) — H 


sg 


< 2 Ca 


再 由 Za <° 及 D(A) 在 CX) 中 稠 知 2 在 2(0) 上 
有 界 且 可 扩张 到 CX) EME Vfe CX), 3U/.)C@(0O).!,— 
f> BeAfe — 20f, — gAf — 19f。 由 G) SI(5.1)34 = fas z — ga 
成 立 ,所 以 (5.1) 对 fe Ce(X)，8g 一 了 一 2.91 也 成 立 。 

:29- 再 证 G) 给 定 we S, 


° .40.。 


A (u) = sup{ |f(Ë X ñs) — (G) l: Ë € Y, € XY, 
而 KE X ús) 一 1(5) E EEY x X 上 的 连续 函数 ,Y x x 
是 紧 距 离 空 间 。 所 以 IG, n)€ Y XX 使 
(5.2) IE X nsw) — In) = Alau), 
从 而 由 1 一 191 = z 知 
(5.3) Alu) = g(Ç X nsu) — gln) + ALAE X ns) 

一 2(21)(7)， 
RERE G), 在 于 估计 上 式 后 两 项 之 差 。 
先 取 AES, A>#, WD) V£e X(A) 由 (5.2) 

(5.4) HE X £ X nsvasn) ~ IE X nsa) < (Ç X nsw) — fn), 
于 是 由 (5.4),(2.4.1) 及 命题 2.3 证 Gi) 的 第 一 段 即 得 


ee X woasjUG X E X nsun) — HE X ano] 
= [CA dIE x nsu) — fi)1 


(5.5) 
< (e(A,ç X nsasdE) — e(As,4B)] - LICE X nsu) 


—fn)] < calu) X AC) 


对 于 AES, w€ 4 的 情形 , 则 VEe XCA), 令 
h(E)AE X nsa) — HAEC) } X hse) 
则 仿 命题 2.3 证 Gi) 的 第 一 段 可 得 
FAKI < > Als). 
B7 


而 且 由 4 的 定义 及 上 式 知 


(42 X nsw dE)[Í( S X nsu) — ICE X nsa)1 


= (A, dL X nsu) — 1@01 
(5.6) 


the 


{eC hs X nsis dE JACE) — |e( An; dE) 
二 [6 Xnsvwsds) LCE) X nas) — fG X 36221 
— [eCAsns dLHEC) X nsw) 一 人 


<<, 5) Aa 


— {f(t X ms.) — IG) 1[e(A,z X ns ,ls:S(w) 
= Cu) }) + eln AE: ECU) = ç1)1, 
其 中 最 后 一 步 用 到 
Ka) < 1(E(u) X ns.) SIE X ns), 
这 是 (5.2) 的 推论 。 由 (5.5)、(5.6) 5.2) 即 得 


Au) S A,(u) + 2 Dou) >) Az) — Alue 
Io - akg TZ 
a 


At) + D A,GzY2 cr) — A). 
zA , 


RER es 
由 >(z,w) 的 定义 (2.4.2) 知 
(1 + A) S AG) + 151 rE)ACs), 
由 于 “可 任意 取 定 , 故 (i) 获 证 。 口 
6. 引 理 设 (2.3.1) 及 (2.5.1) 满 足 , 则 
G) COUAR, 6GDr(z;a), we S, 为 B- 空间 


1(S)A16:S — R', Nell, ~ 2D)18(x)i < co) 


ki LE RRMISE IESS TOES TER s€ (S) 为 正 
函数 。 则 Fr8 亦 然 ),- 
Gi) # f, gE 多 (X), 1 一 +91 =g, B 4 之 0 满足 条 件 


? 好。 


AM/(1 + àe) < 1, M 
(6.1) A, < [(1 + 2) — AT] 'A,, 
其 中 (6.1) 的 含义 是 : 将 AnA, AE LS) 的 元 (因而 (6.1) 的 右 
边 也 是 LO 的 元 ) 逐 点 的 值 满足 不 等 式 。 
证 。 先 证 (i): BATEREN. VELS), 由 M 的 定义 
(2.4.5 ) 知 
Irel, = BD CTA) < 51 3716G)217(z,u) 


< MY |8) = MlA 
因而 Ir < M. 为 证 此 等 式 成 立 , 任 取 ves, HE 


1, xz = ç, 


A 
Ú o = lo x x o. 


则 led, =1, B. 
Ire, = D ea) = 21) > erlu) 


= D r(r,). 


于 是 
M = sup |Tel, < sup || TI lest, = Wrll. 


故 (i) 获 证 。 
FHE Gi). 由 T 的 定义 (5.1) 可 写成 
A, < (1 + 2e)”'A, + (1 + 16) aA. 
因为 了 是 正 算 子 且 Yf, € A(X), 
> Au) < co, > Alu) 一 co， 
因而 AA € (S) 故 上 述 关系 可 以 迭代 ,于 是 得 到 


A< > 


1: 
— r 
t=0 (1 + 218) 


j 
A, + -一 -全 一- TAn 
et tey 


9 和。 


因为 AMU tae) < 1， 所 以 由 G) 及 si 
M= 27 AGO < o 
得 


T" MY 一 一 
a 1. sri] Ml 0 Co) 
Ar < Seu TtAz 一 [(1 + 18)1 — Ar TAg, 


在 G F et s: S 
其 中 最 后 一 个 等 式 可 用 两 边 同 乘 以 〈1 十 48)1 一 r ”的 办 法 来 
验证 . 口 

7. 定 理 2.5 的 证 明 由 于 O| o 一 9, 所 以 Gi) 显然 Gii) 
即 引 理 6(i)。 因 此 只 需 证 明 G) ,(iv),(v)。 而 关键 的 步 又 在 于 证 
B: YX > 0 充分 小 ,家 (1 一 19) 在 Cs(X) hh. ` 

1° 取 {4.}C5， At5(n 一 00), HE 

< AA.) ACA, 
CA, DA lo. e. 
则 YAES, n€ X, AEZ AA), # cCA, n, A) S etas 
A); Vu,x € S, yx.) < 之 yz) B. Yje DCK) 
go 一 9f (n — co), 
而 且 还 有 - 
+A SE i De = Za < 


Kiba 


(7.2) Eroe Ded) 


I,a gt ACAn 
U 


= > 14| Do) < oo。 
AODA SGH W 可 以 扩张 成 Cs(CX)- 上 的 有 界 算 子 ， 


O 


仍 记 作 2"', 因 而 它 是 闭 算 子 ,具有 性 质 (2.1),(2.2),(2.3),。 还 有 
vie CO, ON), ge C,(X), MJ 
Ià > in(9)"ge C,(X), 


两 边 乘 以 (I 一 292) 即 得 (1 — 429) =g, HI Vie(0， 
loe- 
(7.3) BU —19™) = CX) n>1 ag 
由 引 理 1.3 知 (7.3) V2 e [0,co) 成 立 。 I 
给 定 e€ @(X), ¿> 0, MJHR(73) Vn 2 1, Ifs € CX) 
使 
(74) fa — 0f = g. 
注意 此 时 s, 一 0， 由 引 理 SGi) 即 得 


(7.5) A, (u) 和 Alu) 十 1 Dr, uA, (x) 

H z€ @(X), supAnl) < al < e 及 (7.2) 得 
Mall < Mielli + 221.1 > Txu) < co, 

BB f. € D(X). AMIEN 

(7.6) 8 会 — 0f, € %(1 — 19) 

于 是 若 能 证 明 : g, 一 8， 则 2@(X)CS(I = 10). 


下 面 我 们 来 证 明 这 一 点 。 
2° W 2 < M~, W Marel < iarl = aM <1， 将 引 理 6 
应 用 于 o”, 并 注意 6, 一 0 即 得 Vn > 1 有 
An < (I AOSA. 
再 由 y (z,a) < r(z,u) 81 Vu € S, Vm > 1, ((Tt%)”A,)(u)< 
(T"ADG6., Wifi 


U =ar au) 一 > aA) 
m=0 


s45’ 


<U aryal). 
故 
(7.7) Ar, < (J — AT) ''A,, Vn > 1, 
于 是 由 (7.6),(7.4),(2.3.7),(7.7) 
le — g.l = alo — oo") 
> [ CA, © dIE X C J) -n| 


A%4. ~ 


=} 


aD <a DaDa, e) i 


him éA 


<a > cy [II 一 MT]-'As(o) 


AA zeA 
<a D ar Aae) > cao, (n — co), 
x x€A 
4 村 4n 
最 后 一 步 是 由 于 
> “ Z > e, < °, 


s€ 4C4n réa 


(LU — ar14) t) < oo， 


>; Ca < sup ec, 一 oo 
ih, s adz 
及 控制 收敛 定理 得 到 .由 (7.8) 及 ga E AU — 19) 知 
g€ RCI — 20) 

从 而 

RCI — 10) = R(T — 10)5>Z@ X). 
由 @(X) 在 CX) HARE 
(79) Ye(0,M-D: ZIC — 10) = CX), 
此 即 2 满足 条 件 〈1.2.2)。 结合 引 理 3 的 结论 即 证 明了 定理 2.5 
(ü). 


` 4“. 


3° 为 了 证 明定 理 2.5(iv). iZ 2€ D(X), fas z. 由 (7.4), 
〈7.6) 定 义 。 则 由 〈7.8) 知 当 ¿e [0, M) 时 ，8g。 一 8， 因 而 由 
(1.1.3)( 即 (2.4)),(7.6) 知 当 n,m 一 co kf, 

ll. — iml SH, — fn) — 20n — fs)|| = lga — Eml 一 0， 
于 是 ECX) 使 fhf. EH (7.6) 知 2921， 收敛 ， 因 此 f€ 
DØD), B. Of, 一 下 .在 (7.6);(7.7) 中 令 n— co, BH ae [0， 


M`) 时， 
8 一 1 一 221 


GQ l < (1 — UA) As. 
从 而 fe @(x). 故 得 
(710) Vie [O,M U), (1 — 0) D(X)C D(X). 
it 28 [0,M D, ¿€ P(X), W IAU — 10)-8e P(X), 
+E 
g = f — 191 = f — 19]. 
又 因 2M < 1 导出 3M(L +28)” < 1, 所 以 由 引 理 6(ii) 知 
(7.11) Vie[0;,M-0D，86 D(X), 
Aua S [(1 + e)l — 2T] 'A,. 
由 于 (7.10) 及 【(1 + 48)1 一 a1 是 正 算 子 ;(7.11) 可 以 迭代 ,于 
是 得 到 : : 
(7.12) YV2EL0,M™'), g€ @(X), n2 1, 
Auo” S [(1 + ae)1 一 MT] Ar。 


Wi > 0 Qas É, MAn 充分 大 时 ，1e [0,M -0 因而 (7.12) 
中 的 不 等 式 成 立 。 令 n— 0， 则 由 G) 及 (1.1.4) 得 


{Sm n (u) — Asuu) uE S, (n—>00) 
Ua +) ar a eA (n> o) 
后 一 等 式 还 用 到 一 sl 是 (5) 上 的 有 界 算 子 , 习 题 2 及 


* 4 w 


(7.13) 


1 


二 = (Te), PED 


SEX. 于 是 由 (7.12),《(7.13) 得 到 - i 
(7.14) Vr> 0,8€ D(X), AEAEE OTAR 
此 即 定理 2.5(iv). 


4° 至 于 定理 2.5(v) 的 证 明 如 下 : ”由 (7.1 和 0 及- TE 一 M 知 


# z€ 2(X), 则 A,€1(S), MW Asur EL(5)， 故 SGOg'€ 
PDX). 还 有 |expGT)| < e", 于 是 由 (7.14) 得 


llsalll = > Asou) = |All, 


< elexp UN MAh, = eee 一 
于 此 定理 2.5 罕 部 获 证 。 口 全 和 


-354 -存在 定理 对 遍历 性 的 应 用 


本 节 将 应 用 存在 定理 (定理 5) 的 结论 (v) 得 到 无 穷 粒子 系 
统 的 蕊 尔 可 夫 过 程 遍历 的 一 个 充分 杂 件 .. 为 此 我 们 先 介绍 马 氏 半 
群 的 不 变 测 度 (平稳 分 平 ) 及 遍历 的 概念 ， 并 顺便 讨论 不 变 测 度 的 
一 些 初等 性 质 。 

LEX 设 # 为 一 KERZ, 186): ,> 是 CX) 上 

的 一 个 马 氏 半 群 。 ik we.2PD(X)( 表 X 的 Borelc- 域 Pı- F 

上 的 全 体 概 率 测度 集 ，Vie [0,00)， 定义 
(1.1) aS) € DBX): |. fa[ ps IE | | SCOfdp, 16 CX). 


# we @(X) 满足 
(12) pS = ps V:>0, 
MEA SOn > 0} 的 不 变 测度 。 记 


`“. 
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(1.3) i KAA{nE P(X): pS) = ps0 
并 称 .9 为 (SG): > 0) REWER. “ - 

关于 不 变 测度 的 概念 ,本 来 可 以 更 广 地 定义 , 即 只 要 上 是 X 上 
的 测度 〈 甚 至 不 必 有 限 )， 由 (1.1) WERE uS) (不 必 
€ @(X)) 满足 (1.2) 就 可 称 为 SGD 的 不 变 测度 。 由 于 本 书 只 对 
pE PX) 的 情形 感 兴趣 ,所 以 如 上 定义 不 变 测度 。 

由 $1 知 ， 对 于 X 上 的 马尔 可 夫 半 群 (SO > 0}， 有 转移 
函数 pln A) 20,066 X. Ae 多 ， 与 之 对 应 ， 因 而 有 以 X 为 
态 空 间 , 以 PGA) 为 转移 函数 以 马尔 可 夫 过 程 Um: 之 0}， 
{Pun EX}) 与 之 对 应 。 因此 (S6): 20) 的 不 变 测 度 也 称 为 
Uat > 0), {Pan EXD 的 平稳 分 布 ， 如 此 命名 是 由 于 以 下 的 
原因 。 

设 马 氏 半 群 {5(z):: > 0} 所 对 应 的 转移 函数 为 pG, n, 4). 
则 由 (1.1) 及 定理 1.2 立 得 


(WE0, AEF , pA) = | 20sm, Aulan). 
当 相 应 的 过 程 dt> 0), (Ps:n€ X}) 以 z€ .7 为 初始 分 布 
时 , 则 (m: > 0 的 分 布 为 PO ) = [PC (an) € PX), 


(1.5) V: > 0, AEF , Phn, € A) = CERY dn) 
= uS A) = uA), 

即 过 程 在 每 一 时 刻 上 > 0 的 分 布 都 与 初始 分 布 上 相同。 不 仅 如 
此 ,还 可 以 证 明 : Yne Z, Vt,tx€[0,00),R 一 0,1,-……,n,0 < 
BLL <, VAEZ , k= 01, n, 有 i 
(1.6) Pln, € Ao; * "m, € An) = PUtri € Aos °, mia € A), 
即 当 过 程 ((mar2>01,(P,:n € XY) 以 z€ .Z 为 初始 分 布 时 , 则 
此 过 程 为 一 ( 严 ) 平 稳 过 程 。 这 个 性 质 的 证 明 留 给 读者 。 

半 群 SO: 2 0) 的 7 可 以 用 它 的 无 穷 小 母 元 来 刻 划 ， 即 
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2. 命题 设 马 氏 半 群 {5(z): (20) X38562 Q, I 
是 它 的 不 变 测度 集 , 则 
G) aes 当 且 仅 当 vie 多 (0) 有 


(2.1) foran 一 0. 、 


Gi) #p E @(Q) 的 线性 子 空间 , 且 az- o, WD E 
ORR. EDE WR, pE Z HERH YED, ODRI 
证 。(ii) 由 (i) 及 算 子 的 闭 包 的 定义 立刻 得 到 ， 因 此 只 需 证 
G). 
车 gE .fF 、， 则 由 (1.1.5),(1.1) 及 (1.2) 知 vie 多 (9)， 
opiu = him [CSC — Didu 


-mcansol- fas] = 0 


反之 ， 若 WEDO), (2.1) 成 立 ， 则 由 定理 1.2 知 38 > 0 使 
Vie10,8], fe Cs(X), 32€ D(0) 使 (1 一 40)g =}. 于 是 
由 (2.1) 得 知 


[U —oy"tae = feda = |0 — #0)edn 
一 jaa. 
Vi> 0, 4 n> /8 W, iat 二 5, 反复 应 用 上 式 即 得 


(2.2) jO 一 三 o) ian 一 fiau, 


令 "一 am， 由 定理 1.1 的 (1.4.47 即 得 |SCofde = ftam, 


因而 由 (1.1) 即 得 a € .Z -D) 
3. 命题 对 P(X) 的 弱 收敛 拓扑 来 说 , 马 氏 半 群 (S0): > 
0) 的 Z 是 非 空 诸 凸 集 。 
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证 ,由 (12) 81.2 Rb, BD Va, mE S. acio, 11, 
am + (1 —a)m € Z. 设 pE, u> n€ @(X), (SSW SR, 
O (SG): 20) 的 无 穷 小 母 元 , 则 Vje 2@(Q), # afe 
Cs(X)。 于 是 由 命题 2(1) 及 附录 定理 3.1 得 

foan = üm faran, 一 0， 
再 由 命题 2(i) 的 充分 性 部 分 即 得 Ees. W Z 是 闭 集 , 最 后 往 
证 : Z >< o. 

为 此 首先 注意 : ”因为 XxX 是 紧 距 离 空间 ，(X) 按 弱 收敛 拓 

扑 也 是 紧 距 离 空间 ,其 次 Va € P(X), > 0, 定义 


(3.1) of uSls)dsA lim 1 x SCs) Asr, € P(X) 
? ° 


sma t 全 


其 中 m 表示 测度 的 弱 收 敛 极限，% 会 0 < < …… < s,@: 为 
[0,z] 的 任 一 个 分 划 ， As 会 w+ 一 s 定义 (3.1) 的 合理 性 是 由 
š 
m=i 
1 E Sare @(X), 
k=0 
E Vit Cs(X) 有 
m-i 
fra Ë > ON 


m 
sargi 


(3.2) = im J Estar Jan 


supasi £ 


= 1 人 [s G) fdu )“ =v. GD) 、 


则 v(f) E CX) 上 的 一 个 正 有 界 泛 函 且 v(1) 一 1, FERR 
斯 (Riesz) 表现 定理 知 有 一 -唯一 的 v€ PIX) 使 
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(3.3) SES ; (四 一 ‘J 


BG. 2 及 弱 收 剑 判 别 条 件 (附录 定理 3.1) 知 (3. 1) 的 定义 合理 ， 即 
(3.3) 中 的 >. 而 且 由 (3.1),(3.2),(3.3) 得 到 


(3.4) Vf ECX), 


julgou] = 1 |a 
于 是 由 上 述 讨论 知 : Vae P(X) 
j~ Í pS(s)ds: (> cP) 

有 一 弱 收 合子 序列 全 :| ”ws(,)4。 必 co。 设 其 弱 收敛 极限 为 
o UE: pe. Z. 事实 上 ,Ye CX), s>0, 由 (3.4) 
j S()fas = tim |s()fa | m Ë us)dr | 
etoile 

(3.5) = Nui pej Sofa u jas 


(fn 
[loa = F| jsouslal 


a i < |fe [smal + |E” [f soar a| 


< 2dill, 
于 是 由 (3.5),(3.6),(3.4) 


jsomw 一 lim s E 人 
= üm fja | (f astoa | ~ fja» 
由 (1.1) 即 知 ye Z, k Z“ > +- D] ` 
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下 面 的 定理 是 应 用 定理 25 得 出 的 无 穷 粒 子 系统 马尔 可 夫 过 
程 遍历 的 一 个 充分 条 件 。 先 给 出 过 程 遍历 的 定义 

4. 定 义 称 具 有 半 群 (S(O: > 0} 的 马尔 可 夫 过 程 是 中 历 
的 ,如 果 它 的 不 变 测度 集 S 满足 
(4.1) = {v} 是 单元 集 ; 

(4.2) Ype P(X), pS) > y, 

5. 定理 设 ({ac:x > 0}, (Prine XH 是 定理 2.5 决定 的 无 
穷 粒 子 系统 马尔 可 夫 过 程 ;{ So):* 二 > 0} 是 它 的 半 群 ,并 采用 $ 2 
第 1 至 第 5 目的 记号 与 假设 。 

# M <e, MIEP. 而且 Yee 多 (X)， 


(5.1) V;> 0 [sos - fea» < (sup ><.) 


. xpl—(s — M)s] 
y lz, 


其 中 "为 Z 的 唯一 元 。 
证 。 取 定 *> +> 0，86 D(X), 则 由 定理 2.5(v) 知 Yre 
[sa], S(r)g€ 锚 (X)， 再 由 (1.1.6) 即 得 


(5.1) Se — S(s)zg 一 Í Qs(r)gdr. 
而 应 用 命题 2.3 及 定理 2.5(v) 得 
lasce) I < (ap $ e, JSCo el 


(52) < (sip 2) celllelll 
AG) 
65.3) >s >0 ISe — Sel < (sup > WA 


“ux 


w lell. 


33. 


因而 由 M< s 得 知 v: E 
I im SO 存在 。 
FE YAE S， 由 定理 2.5(v) 知 EH 
Alu) = mAsa (8) < Ka NSO gN = : 
< me“. ehem 
从 而 .YAES te X(A), n€ X, f(n X nsu) = I). 由- 
. U X.X (ns) . + 


aeg 


EXHAR fe Cs(X) 知 f ARR 
任 取 veS (HRR 4 ML EREN) V: > 0 


` (5.4) 2 一 (Dedu 一 tim f sys = Hm S(0)g 
由 于 上 式 Vzge @(X) RAH D(X) 在 C,(X) HA, ik Yr, 
pe .9， 

:Jaa = | n, va e CoxX) 


从 而 由 附录 推论 33 知 ?一 加，: 称 为 单元 集 (o). 于 是 Vp 
PIX), 2€ D(X), H(5.4)K. imSC98 为 常数 知 f 
um fedus) ~ so fxg = mse ee 
号 m Se 一 feav. 
再 由 DYE GO 中 称 即 知 上 式 Vz e CX) 成 立 。 故 
ü pnSG) => x(z == co). D] 
6. 例 现在 应 用 定理 5 来 计算 一 些 例子 。 
1° 具 参 数 8 的 紧邻 伊 辛 模型 。 此 时 5 一 Z4, X= 10.1, 
速度 函数 为 
(61) cl(w,n) 一 exp {8 E Qals) — 1)(21(6) 一 D) 


ve ek 


a a 


z — 


EZ EX. 
按 定理 .2.7 的 计算 此 时 


(6.2) = sup > Adu (w). 


wu 
而 当 |o — s| > 1 时 ,由 (6.1) 易 见 c(s,.n) = c(u,n), uE Zà, 
n€ X, 于 是 A.s,..(u) = supi [eluswn) — e(u,n)|:m € X) = 0. 
当 le — s| = 1 kj, 


le) — elusm)lexp {—p > Ca) Den) 


io! 


|e+ponto darned 一 eau) | 


从 而 

Aau (w) en et2d-D8[ e+e — e] 一 ezsp(1 e), 
故 由 (6.7) 知 
(6.2) M 一 2dezdp(l — e7), 


另 一 方面 由 (2.2.4),(2.4.6) 知 

(6.4) s= inf{c(u,n) + c(u,.n):u € Z<,n € X) 
由 (61) 得 知 

e = inff et + e~t, k = 0,1,2, yd) 

= inff Cet — Cy + 2k = 0, d} = 2, 
故 由 定理 5 知 当 
derss(1 — e) <1 

时 ,紧邻 伊 辛 过 程 遍历 ,经 具体 计算 得 : 


当 4 一 1 时 ，p < 上 log2 紧 邻 伊 六 过 程 遍历 ; 当 4 一 2 时 ， 


e<- wt EVS Saa, 


紧邻 伊 辛 过程 遍 历 。 


. 55. 


8 一 inf 2: [e(u,e,n)Ve(a,e,n)]:u € SE x) 


vær 


< 21 clu,v, 8) 


vka 


又 由 定理 2.11 的 证 明知 此 时 
M 一 wiy [ > Aane (wW) + le(u,e, + a}; ves} 


‘næv L wE 


> sup 271e(s,u, <) > 21 leev, DN 
”wr Cid 


故 M 之 se， 从 而 定理 5 不 提供 排 它 过 程 是 否 遍历 的 信息 。 事实 
上 ,应 用 命题 2 容易 验证 21). 


$5 习题 与 补充 


1. 设 0 是 B- 空间 W 上 的 有 界线 性 算 子 。 斌 证， 定义 
soana 22 0", 1>0 


合理 , 且 (S(O0:: > 0) 为 以 2 为 无 穷 小 母 元 的 连续 压缩 半 群 。 

2. 证 明 (1.4.3) 及 (1.4.4)。 

3. 证 明 : 连续 压缩 半 群 {SCD0: :> 0} 的 无 穷 小 母 元 9 是 一 
HAF. 

4. 设 WW 是 一 B- 空间 ，{5(#): z 之 0} 是 WW 上 以 0 为 无 穷 小 母 
元 的 连续 压缩 半 群 。 V4 > 0， 定义 及 上 的 线性 算 子 


G) Ra: RJe[ Cusco, fe w, 
(其 中 积分 的 意义 在 下 面 给 出 ) 试 证 ; .，、 
(4.2) ` G — 9)": = R, 1, > 0. 


(4.1) 中 的 积分 的 意义 为 Bochner 积分 : W (X, F, p) 为 
> 58 o 


Do pluvante), n(n) = 0 
e(u,n) = 1 ` 
22 pu — n(e)).n(u) = 1. 
M = sup X Aun (2) = sup D, plu,v) 


væn 


而 
e = inflc(u,n) + c(u. nm):ue SnE X}=iuf X pluv). 


É e< M， 从 而 定理 5 不 握 供 选举 过 程 是 否 遍 历 的 信息 。' 事实 
上 ,对 选举 过 程 来 说 ， 9 Dll, FB, :vi 分 别 表示 负荷 集 
中 在 9 (坐标 恒 为 0) ,1 (坐标 二 为 1) 上 的 概率 。 因 为 
e(u,0) = c(u,1) = 0, Vues, 

所 以 Vf e P(X), 

Joi. = CANO) = 9, 0dr = (OND) = 0.. 
故 由 命题 2 知 inn}. 

4° 排 它 过 程 . 此 时 X = op, eÀ, A) 按 (2.2.6) 定 
义 ， 于 是 由 (2.4.6) 知 

einl in DLeluselsn AEE u) = 1 — n())) 


Hellu, unig: Gu) = n(u)1)] 
而 
e(u,z,n), n0) = nlu), 
0, 其 它 ， 

elu, Dyan), nW) = (s), 
0, 其 它 。 


ev {ts = 1 — n) = Í 


euv han AEE — aG) = Í 
& 
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一 般 当 8 充分 小 时 , 紧 令 伊 辛 过 程 遍历 。 

但 由 已 知 结果 知 ，4d 一 1 时 ， 紧 邻 伊 辛 过程 总 是 遍历 的 ， 当 
4 一 2 时 ， 

#< + bg (V 2 + 1) ~ 0.44, 

紧邻 伊 辛 过 程 遍历 ， 说 明定 理 5 的 估计 还 是 不 够 的 。 

2° 具 参 数 4 的 基本 接触 过 程 。 此 时 S= Ze, X= (0, 1] 
bs nlu) =l, 
1 21 n. nG) =0, 


DE n(e), n(u) = 1, 


ce(u,n) = 


c(u, n) = aan 
i | nlu) = 0. 
于 是 由 (6.4) 知 
s=i h +a > aO): we Ze nex} = 1. 
又 容易 看 出 : Vw 当 |w 一 V1 或 1w 一 wl 一 1 而 
Nw) 一 1 时 ， ， Ç 


l|e(#,.n) — e(u,n)| = 0. 当 lo — s| = 1, n(u) = 0 B$, 
le(,.a0) 一 “Co 2l > nw) + (1 — nlw)) 


s= 


= È a0) = ) aw) = 2 


CETE T 


故 由 (6.2) 知 


一 Ix. hn we 
一 > ¿= 221, 
由 定理 知 ， 当 S L 时， 基本 接触 过 程 遍 历 。 
3° 选举 过 程 。 由 推论 2.10 知 此 时 
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一 o- 有 限 测 度 空 间 ，f:X 一 W .车 f(x) 是 取 有 限 个 值 的 函数 , 即 
34.6 F pim 1,2,---,n 使 KA) <0, 且 f 在 A; 上 取 常 值 
h >e 0, 而 在 


x- (Ú 4) 


ERE 则 定义 

J Oi) = È tatap, 
着 I 不 是 取 有 限 值 的 函数 ,但 atj}, 每 一 如 是 取 有 限 值 的 函数 且 
(4.3) | G) ~— hla) (ao), 


则 称 f 为 Bochner p- 可 积 。 对 任何 4e 多 ,1 在 4 上 Bochner 
fp- 积 分 定义 为 


J/ alan lim |, aOd), 
其 中 右边 的 极限 为 力 中 的 极限 。 
提示 。(4.2) 的 证 明 主要 是 验证 以 下 运算 的 合理 性 : Vie 
D0), 
QI — OR = 1 | esas — [erosioa 
= [esa — e-usCa)f i 
o ° 
LOT 
其 中 第 二 步 即 分 部 积分 法 


Rial — Of = af euS()f ds 


一 人 soora = ! 


于 是 在 多 (9) 上 有 R, 一 (41 一 0)"'， 再 应 用 $1 第 3 目的 
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(1.2),(1.1.3)uFBB(4.2)#EW ERL. 

5.8 X = (0,115,VA€ % mE X ,c(A,x) > 0, M 
c(h,n), A= {n)a 
0, A= X(AN (m) 

1— nlu), z€ A, 

Co)(z) = to. sea; 

G) 试 写 出 相应 于 (A, n) 的 马 氏 半 群 及 Feller 过 程 存在 
的 条 件 。 

Gi) 设 了 为 上 述 过 程 的 一 个 分 布 , 试 证 : V: > 0 当 z — 0 时 
(5.1) P((m,+:), 一 Galin 一 n) 一 > ean + ol), 


ADA 


¿(A,n, A) = { 


G2) Pma = Ua raa = aln = 9) 
-| > i, D|: + oG) 
iph 
而 (52) 中 的 人 ee ADA = b.. 
并 由 此 解释 (A,n) 的 意义 。 
6. 设 X = Y°, Y 为 紧 距离 空间 , 郑 虑 与 习题 5 类 似 的 问题 
7. 设 S= Z4, NE5 ,N30 且 有 奇数 个 元 , 6€ (0,1) 
a, lly€ SiC) = n(a),y— w€ N) < aL, 
(7.1) e(u,n)6 
mA s, lye sin NI> L, 
HE S,n6€ X, . 
(此 模型 称 为 多 数 选举 模型 ) (i) 试 证 ， 以 此 cC) 为 速度 函数 
的 自 旋 变 根 过 程 存在 ; (ii) 应 用 定理 4.5 证 明 ; 当 
ee 人 JINI ° ZON] — 5) 
时 ,上 述 过 程 ( 称 为 多 数 选举 过 程 ) 遍 历 。 
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8. 设 XX 一 {0, 1}; 0,620, 8+ > 0, plu, e) > 0, 


u,v€ S; Dy p(u,v) = 1, w€ $, G) 试 证 : 以 


B+ Dipo), a= o, 
(8.1) elu, n) A u 3 
a + D puo) — nr)), nG) = 1, 
uES, EX 
为 速度 函数 的 自 旋 变相 过 程 (以 后 称 为 有 主见 的 选举 过 程 ) 存 在 。 
GD 应 用 定理 4.5 证 明 此 过 程 遍历 。 
9. 设 六 一 {0;1P3; p(u,e) 22 0,u,v€ S; 

> b(lu,e)= 1, s€ S, 
试 证 : 以 

By pA — n(e)), nu) = 0, ` 


D puo), nG) = 1, 
es 
ucs, EX, 
为 速度 函数 的 自 旋 变相 过 程 (以 后 称 为 反选 举 过 程 ) 存 在 ， 并 应 用 
定理 4.5 讨论 它 的 遍历 性 。 
10. 设 X = (0,115: plu, v) 2 0, u,v€ S; 


D pluv) =1, ues. 
试 证 与 速度 函数 


(9.1) clu, n) = 


iy n(u) = 1, 
0.1) elusa) = 2 BD pluvo), n(a) = 0, 
ki 1> 0,u€S,nEX 
相应 的 接触 过 程 存在 ,并 应 用 定理 4.5 讨论 它 的 遍历 性 。 
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第 二 章 TËRA Gibbs $ 


本 章 主 要 讨论 可 逆 测 度 与 Gibbs 态 的 关系 以 及 可 逆 测 度 存 
在 的 条 件 。$ 1 首先 引出 可 逆 测 度 的 概念 ,讨论 可 逆 测 度 的 一 些 一 
般 性 质 ;并 引进 Gibbs 态 的 概念 ,说 明 本 章 所 讨论 的 主要 问题 . 作 
为 工具 ,在 $ 2 中 将 侯 振 挺 、 陈 木 法 提出 的 抽象 场 论 就 一 般 空间 写 
出 ,并 将 它 应 用 于 自 旋 变 相 过 程 和 排 它 过 程 , 得 到 了 它们 的 速度 函 
数 有 势 的 简单 有 效 的 充 要 条 件 。$ 3 讨论 自 旋 变相 过 程 \ 排 它 过 程 
的 Gibbs 态 的 构造 以 及 它 与 可 逆 测 度 之 间 的 关系 。$ 4 证 明了 自 
旋 变 相 过 程 的 可 逆 测 度 存 在 的 充 要 条 件 是 其 速度 函数 有 势 ， 并 讨 
论 了 排 它 过 程 可 逆 测 度 存在 与 速度 函数 有 势 的 关系 。 


51 可 逆 测 度 与 Gibbs 态 的 概念 


本 节 引 进 可 逆 测 度 的 概念 ;说 明 它 与 不 变 测度 之 间 的 关系 ,并 
讨论 它 的 一 般 性 质 ;然后 引进 Gibbs 的 概念 ， 说 明 本 章 将 论 及 的 
主要 问题 ， 

LEX 设 9 是 Cs(X) 上 的 一 个 马尔 可 夫 半 群 的 无 穷 小 
ATË Yfc 多 (0), 有 


a1) [mona ~ feconda, 


则 称 4 为 关于 9 BBS ipa E. 若 9 由 转移 概率 速度 测度 〈 速 度 函 
数 ) 定 义 , 则 也 称 “为 转移 概率 速度 测度 (速度 函数 ) 的 可 逆 尖 度 。 


若 对 Q 《相应 地 : 转移 概率 速度 测度 、 速 度 函 数 ) 存在 we 
P(X) 使 vhge 多 (0),(1.1) 成 立 , WE 2 (相应 地 : 转移 概率 
速度 测度 、 速 度 函数 ) 可 道 。2 的 一 切 可 逆 测 度 集 记 作 (O). 

2. 奸 G) 21: 

(2.1) #(Oo)c.Z (A), 
其 中 Aa) 表 关于 2 的 一 切 不 变 测度 组 成 的 集 

ERE neZ), NAF 91= 0， 在 (1.D) 中 取 g= 
1 即 得 


I Qjda = hota = 0, 


由 命题 1.4.2(i) 知 we Z(0). 
Gi) 若 we (A), WAUNDA ERFAR 


G, 2) 会 jjgdr， fg € Co(X) 


的 一 个 对 称 算 子 。 

为 什么 满足 (1.1) 的 @ 称 为 可 逆 算 子 ， 这 与 相应 的 随机 过 程 
(关于 时 间 ) 可 逆 紧 密 地 联系 在 一 起 。 下 面 的 命题 的 后 一 部 份 便 是 
这 个 内 容 。 此 外 关于 的 可 逆 测 度 呈 也 有 各 种 等 价 条 件 ， 现 在 一 
并 写 在 下 面 。 

LAE 没 0 所 决定 的 马尔 可 夫 半 群 为 1S(D: 1> 0};p(z， 
1 4),z > 0， n€ X, AEB: 为 其 相应 的 转移 概率 函数 ; (m 
Pone X) 为 其 相应 的 马尔 可 夫 过 程 。 则 pe (Q) 当 且 仅 当下 
列 三 条 件 有 一 成 立 : 

GA) Vr20, vge OX), [Odu = [z(SGQODae; 
(3.2) V;20, VA,B € (X) 


| P(z,n, B)a( dn) = Í b(z,n, A)p(dn); 
4 B 


(33) Vn2 1, Vis, 1 CLO), 0 = r< hL L 
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和 一 页 一 
Pln € Asni, € Arst mi, € A.) 
= P(n, € Aos Mep, € A, m E A.) 
其 中 P 为 马尔 可 夫 过 程 (m, Pa n€ X) 以 4 为 初始 分 布 的 分 
Hie 
注 。 满足 (3.3) 的 随机 过 程 称 为 关于 时 间 的 可 逆 过 程 , 即 随机 
过 程 {%.} 对 分 布 P 来 说 ， 时 间 逆 转 时 分 布 不 变 。 由 此 可 看 出 可 逆 
测度 与 可 逆 算 子 命名 的 理由 。 
证 . 若 (3.1) 成 立 , 则 V/,z € 2(0) 有 
[Ss — eldu = fet S0) — flap, 


两 端 除 以 *， 并 令 + 一 0 H (1.1.1.5) 即 得 (1.1)。 反之 ， # 
uE R(Q), Wi (1.1.1.2) 知 35 > 0 使 Vae [0, ó], Yf, g€ 
Cs(X) 3f,8e @(O)Jë(I — 10)Í = f, (1 一 49)8 = g, 于 是 由 
(1.1) 知 


Ja — oy ~ | — 10 - gån 
一 ja — 10); .1an = a 一 10)-yan， 
由 此 即 得 va > 1 有 
(3.4) ju — 20)7"gan = [e0 — 20)-fdy. 


几 > 0"， 当 nm > 二 时 ， 令 1 一 二 ， MERRY. S n> co, 则 


由 (1.4.1.4) 知 (3.1) 成 立 、 故 ke %(Q) 与 (3.1) 等 价 、 
今 再 证 (3.1) 与 (3.2) 的 等 价 性 。 记 BCX) 为 X 上 的 有 界 S(X) 
可 测 函数 类 , 则 由 单调 类 定理 易 知 : (3.2) 等 价 于 


(35) Vi> 0, wige B(X), alan) [PUn 
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= jah) CEEOL 


由 定理 1.1.2 知 当 (3.5) 中 的 f, ge C,(X) WF, (3.5) 中 的 等 式 即 
(3.1) 中 的 等 式 。 反之 , 若 (3.1) 成 立 , 则 由 定理 1.1.2 及 
(3.6) MA A CAX) > las 
4 为 开 集 知 (3.2) 成 立 。 
由 上 面 的 证 明知 (3.2) 与 (3.5) 等 价 ,而 仿照 习题 1 的 提示 可 以 
证 明 (3.5) 与 (3.3) 等 价 ,这 一 点 留 给 读者 去 完成 。( 习 题 2)。 口 
下 面 的 命题 是 命题 1.4.2 的 对 应 物 . 
4 命题 设 0 是 CX) 上 的 一 个 马 氏 半 群 的 无 穷 小 母 元 . 


D 是 9 的 一 个 核 , 即 ol, 一 0， 则 pe (0) 当 且 仅 当 Vi, 
ge D，(1.1) 成 立 。 

证 明 留 作 习题 . 

注 。 这 条 命题 虽然 简单 ， 但 对 无 穷 粒子 马帮 过 程 的 叙述 带 来 
了 很 多 方便 .因为 这 时 无 穷 小 母 元 不 是 按 (1.2.2.6), (1.2.3.3) 定 义 
的 9, 而 是 D9， 要 验证 ¿€ 史 (2), 如 应 用 命题 时 只 需 验证 : v1， 
ge @(x) 一 @(O), (11) 成 立即 可 ;如 果 不 应 用 命题, 则 需要 
先 验证 Vf,ge @(X) (1.1) 成 立 ， 再 用 一 次 逼近 过 程 说 明 V, 
EDO), (11) (此 时 需 将 该 处 的 9 写成 9) 成 立 。 

以 下 专门 讨论 自 旋 变 祖 和 排 它 速 度 丽 数 的 可 逆 测 度 。 对 于 它 
们 的 算 子 有 十 分 简单 的 核 。 这 就 是 

5. 引 理 设 X 一 40.1}，9 是 由 自 旋 变相 (或 排 它 ) 速 度 函 
数 按 (1.2.7.4)( 或 (1.2.11.5)) 定 义 的 算 于 。 则 X 上 的 柱 函 数 奖 

CA(X) 公 {1:1:X > R,3A6 S 使 

Ka) = f(r, X E), Yn E X, EE X(SNA)) 
是 如 的 -个 核 . 
E. HFA O) = 多 (X) 是 4 的 一 个 核 及 COXDAN) 
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是 线性 子 空间 ,所 以 要 证 引 理 ,只 需 验 证 : 
(5.1) We D(X), 3{j,}CCyA(X) 使 f.— f, Ofa > Of, 

ERE GCF, ，4.fS， 定 义 
(5.2) f.€ CCX): f.(m)# (m, X 9su,)> n€ X. 
其 中 Olu) = 0, =€ S, MER f€ CIX) 且 由 附录 定理 2.1 X 
f 为 X 上 的 一 致 连续 函数 。 在 X 上 取 (1.2.1.1) 定 义 的 距离 p。 则 
Ve > 0, 38 = 8, > 0 EH p(n,5) < 8 时 Ifa) — f(| < s. 
而 由 (1.2.1.1) 知 mE Z, 使 当 n 2 m W, Vn € 有 pn, X 
Osa) 一 5， 从 而 

lfa — fl| = sup |f(ma, X Osu) — fn)! < s, 

即 hh SWE: f.€ @(9) = D(X), B. Af. — Aj. 

为 方便 起 见 , 记 
(5.3) (Asf) (1)Sf( sn) 一 I(n), 
则 由 (5.2) 知 

0, nu€EA,, 
lw = fiain. XOsu)|, we Ane 

从 而 
(5.4) A,,(u) = |All < NA = A.G). Vues, 
故 由 fe 多 (X) 知 f. @(X) = DA). 对 于 91. 一 0f 分 自 
旋 变 相 和 排 它 两 种 情形 讨论 。 

(i) 设 0 由 (1.2.7.4) 定 义 。 则 由 定理 1.2.7 的 假设 知 


(5.5) bAsup{e(u,n) uE S,n€ X) < co 
又 由 f€ D(X) # Ve, > 0, 3A 6 S“ 使 
(5.6) D AG) < es 


“GA 
应 用 0 的 定义 及 (5.4) 一 (5.6) 得 知 Vn 2 1,n6€ X 有 
lafa) — 2ta) 


的， 


< D eenma) — Kum) + I) — I()11 
“€ A 
+ DY clup lAa + 1A,f(m)11 
“ča 
<22Al :一 州 十 5 HERO) + A;(u)] 
“4 


<24014| + f, — | + sa] 
Q n>, 由 lih — !|— 0 知 
lm |Qf, — Ofl] < 268,, 
由 & > 0 任意 知 9/, 一 41， 即 (3.1) 对 自 旋 变 相 的 情形 获 证 。 
Gi) 设 0 由 (1.2.11.5) 定 义 , 则 由 (5.4),(5.6),(1.2.11.3) 得 知 
Vn 2 1,n€ X 有 
aia) — Of) 
<1 X AKu) — Konen) 
se 
+ fl) — o) 
:> Denni Melum) 一 人 CD) 


vn 


+ llawn) — I(n)11 
G <> (X d- 
“A ves 
+ F E cluso) A, (u) + AC) 


s$ 


+ Alu) + Afl) 
<2 (sup > etme) [iai "W~ it > | 
人 “€4 


s6 e 


<2( Dy soso))LIM4L WH — I+ s] < e 


其 中 第 二 步 用 到 不 等 式 : 当 n(w) > n) 时 ， 
lkw) — f(n)| < linn) — Huan)! 
+ ilun) 一 IM < A,(s) + Alu); 
当 nu) = nlo) 时 uen) — a)l = 0 < Alo) + Ala), 
H >h 及 (5.7), 令 naw, WE 


Em af — of <2 (sup D) eCo) )a 
由 e > 0 任意 及 (1.2.11.3) 即 得 91. >of. O 


6. 命 题 (i) W Q (Q 如 (1.2.7.2) 定 义 ) 是 自 旋 变相 过 程 的 无 
穷 小 算 子 , 则 pe (O) HERH Vfe C,(X), 


(61) Vues fetu DIa) = felu fanat), 


其 中 elu,n). u€ S,n€ {0,1}, E5 Q 相应 的 速度 函数 。 
Gi) WR O (Q 如 (1.2.11.5) 定 义 ) 是 排 它 过 程 的 无 穷 小 算 子 , 则 
pe RG) SEN We cX), 


(6.2) Yuve S, felur v fe dy) 


= eC, vs) fm) dy), 


其 中 c(。 ,，，，) 为 与 0 相应 的 速度 函数 ， 
证 。(i) 由 直接 计算 得 : Vige 多 (9) 


(63) — juos-— zonas = D | etv, DAUGE Dada, 
- tes 


设 z€ ACO), 要 证 (6.1) Vie Cs(X) 成 立 , 由 附录 引 理 2.5 
(ii) K 260i) 知 只 需 证 : (6.1) 对 任何 


ha) = [J "(Ae Z. 
RY. 当 A= pR As B wh B IGC), 因而 


”的 下 


(6.1) 显 然 成 立 ; 当 4 关中 且 x€A 时 , 令 1 会 h，g 会 f(s(* )) 
注意 到 f=1, H4 < >= ç W, 

AUC ))g)(n) = í(n)g(,n), — g(n)f(,n) = 0, 
于 是 由 (6.3) 得 


0~ [Gos — god = [etn DIP = Fen) Ilan) 
— Geen DE — im)la(an) 


故 (6.1) 对 这 种 情形 也 成 立 . 
反之 , 设 (6.1) 对 Cs(X) 中 的 任何 元 成 立 ; 则 Vi,g€ Z (Q), 
由 (6.3) 及 (6.1) 


osa, 一 [cotan 
= E| -oo AGG Dda = 0. 


由 于 多 (0) 是 2 的 核 , 故 ue RO). 
Gi) 证 法 与 (i) RM. 首先 由 直接 计算 得 对 任何 f z€ 
多 (0), 有 


(6.4) [aos — eanan 


=. > J eda,s, Aaaa : Jide, 


2 aots 

其 中 Awt) 一 fa). 

若 (6.2) 成 立 , 则 仿 上 由 (6.2),(6.4) 及 2 (Q) 是 2 的 一 个 核 
知 we Z(0). 反之 若 we RO), WUHW3k5[EE 25 Gi) 及 引 理 
2.6(ii) 知 要 证 (6.2) Vf€ C,(X) 成 立 , 只 需 证 Vi 一 Hexxtrw， 
AES, s€ X(A) 成 立 ， 今 分 情形 @ we A; ué A, v€A; 
@ EA, vE 讨论 之 。 

情形 @: 当 wx 一 R wv 但 (u) = (e) 时 ， 显 然 
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ODR. 当 Eu) 关 lw) 时 ， 令 MAn) 则 容易 验 
证 : Vn€ X, AMDE = 0, /(m)g(a, m) =0, RE {7,7} 
{w,v}， 因 而 Yn€ X, 

(f9g)(n) = cu,v nn)f(n) gn) = elu, vna) 
同样 可 以 验证 ; Vn € X,(g91)(n) = c(u,e,n)g(0). 因此 (6.2) 
ERY. 

WED. 令 h, = lawsaswxcsvaueyə MJ 


i= > fo 
由 情形 @{ 将 现在 的 AUi) 看 成 那里 的 4i) A 
CROC 
= > | etuosa) uld) 
i = > fe vs)h uemed) 
vEY, 


= fecu vs Dianu). 


WEO. 由 于 f(n) =u) 对 任何 w€ X 成 立 ， 所 以 
(6.2) 成 立 . 口 

7. 命 题 G) E O 是 自 旋 变 相 过 程 的 无 穷 小 算 子 , 记 
(7.1) pe(AX XIMI (NA) = pAlnsu), AES, 
4CX(4)， 其 中 ms ERIE X(SNA) 中 的 投影 ， 即 若 x 一 
dalu): w€ S), HJ ns 会 tn(z): we NA) 《以 后 也 采用 此 记 
号 ). 当 Am {E} 时 , 记 a((8)|nsu) = allasa)» A aE A) 
当 且 仅 当 
(7.2) ` VA€ S), VE€ X(A), Vu€ A; 

clu, X ps1L) = clu, uk X Jel El) 
CL-a.e.(psw)， 其 中 5 X56 表示 EUG- pul AJAXA) X A), 
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AE FASA). 
G) 设 8 是 排 它 过 程 的 无 穷 小 算 子 , 则 ae A0) 当 且 仅 当 
(7.3) VAES, WEE X(A), Viu, viCA, 
ce(usv0,5 X (> )su)p(tE} X X(S\A) l or (SNA)) 
eHyy0umE6 X ( ` )su) pn} X X(SNA)|. Z (SNA)) 
a.e.p, 
其 中 -or (SNM) 为 由 多 (SNM) 及 X.(A)<x X(SNA), k=0,---, 
141 ERK o- 代数 ， 


XA) = fie x(AD: 181 D šG = J, 
“€A 


$È. (7.1) 的 左边 与 4 无 关 , 所 以 (7.1) 的 右边 记 法 合理 。 

WE. G) 对 于 自 旋 变相 过 程 ， 若 ne RA), YAE 2 , Vš € 
X(4), 取 (6.1) 中 的 f= lanes ER F 为 多 (SNM) 中 的 柱 集 ， 
于 是 由 (6.1) 知 Vu6 A 有 


| clu, X (> )su) lxeswdp 
X(4)x 丰 


= je nimata) = eC) fom) nan) 
OA = |. lamais) 


- ¿xC s . 
Am elus X (~ Jsu) EXSM 


由 单调 类 定理 知 上 式 VF € 多 。(SM) 成 立 。 于 是 由 条 件 期 望 及 
其 平滑 性 质 知 〈 注 意 cC, EX (Csu) 为 多 (SNM) 可 测 ) 
VF e £ (SM) 有 


(075) | Q. 0E X C )su)ELlasaoso| (SA) dp 


= J|. CX CO )au)Blluossaa 1 (SX A)1dp 


.J o 


因此 由 (7.1) 的 记 法 知 (7.2) 成 立 。 

EZ, # (7.22) 成 立 ， 则 VAE 22 ，VSEXC4)，Vwe A, 
VF €Z, (NA), (7.5) 成 立 . 由 条 件 期 望 的 平 质 滑 性 质 知 (7.4? 
的 前 后 两 端 相等 。 取 F = X(SNA), MA (6.1) 中 等 式 Vi 会 
lyxa AES, £€ X(A), uE A 成 立 , 而 当 HEA 时 (6.1) 中 的 
等 式 显然 Vj 会 Lsxxtsw, RE. 故 由 附录 引 理 25 Gi) 知 (6.1) 
式 WIE CyL(X) 成 立 ， 队 而 由 附录 引 理 2.6(ii) 知 (6.1) 式 Vf é 
CX) 成 立 ， 由 命题 6(i) 知 z€ A), 

G) 对 于 排 它 过 程 , 若 we ZA), WY G) 可 证 ， VAES, 
VEE XCA), Vls,elCA,Vk6€11,2,--. . JA|), YEE FAMA), 
在 (6.2) 中 取 f= lanzan 即 得 


(7.6) Í c(u,v,Ë X ( ° )supluxxoevode 
XMF 


~ | cuyVscuwg X ( ` ) sia) Tnt*x(s dp 
XpAXE 


由 Jef (SV4) BER AEE X E ERER 
OD j... EXC VADE ASNA) .ar(SNA))4a 


= f pyon rex E Dadaan 
of (NA) dp 
由 此 即 得 (7.3)。 
反之 , 若 (7.3) 成 立 , 则 (7.7), 从 而 (7.6) 对 任何 ke (0,1,:--, 
141},twv}CA4 及 下 一 XCSNM) 成 立 ， 将 此 诸 式 对 和 求 和 并 稍 
加 变换 即 得 v4e SZ,, V£€ X(A), Viu,v}CA， 


Ga) abus0sm) lensol) 


je vn) lexxs ld) elda). 


今 再 证 (7.8) Yu,vE S 成 立 . 当 we A, e€A 时 ， 将 (7.8) 中 的 4 
HR AU1v},s 换 成 X y, y€ Y., BE 


ke, t,n)laxsy xosvavto aulda) 


= {cu 0D) Tamsinm( en) (dn) 


再 将 此 式 对 ye Y, 求 和 , 即 知 (7.8) 对 任何 we AeA RI. E 
于 (7.8) 对 wtA，weAh 成 立 是 显然 的 。 故 (6.2) 对 Í = lanx 
AEZ, #€ X(A) 成 立 ， 从 而 由 附录 的 引 理 2.5(ii)，2.6(ii) 知 
(6.2) VJE C,(X) 成 立 ， 由 命题 6 Gi) 4, pe 2(0). D 

8. 定 义 设 c(u,n), “ES, n€ X 是 自 旋 变 相 速 度 函数 , 且 
满足 
(8.1) Vu€ S, Yne X, c(u,n) > 0, 
此 时 称 它 为 正 自 旋 变相 速度 函数 . 对 正 自 旋 变相 速度 函数 
e(u,n), # 3V.:X >R 
(82) Vn€ X, Vu€ S, loge(u, n) 一 logc(u, m) = V(.m) 

— Vla) 

RA- 则 称 Cu, n) AR, HRV 为 速度 函数 clu, n) 的 势 . 
VAES , n€ X, 定义 


(83) PMA ea) 2 exp(V(: X nsu)), 


Ex 
n€ X. 
则 称 函 数 族 {ff: Ae SZ12 clu, n) 的 - -个 规范 .如 果 pe 2(X) 
满足 (采用 命题 7 的 记号 ) 
(84)  VY465，VE5EXC4)，pCGED) = AGE x ü), 
ba.e.(psu) 


则 称 & 为 此 规范 (或 势 了 的 一 个 Gibbs Æ (Gibbs state) 或 
Gibbs 随机 场 , 势 了 的 Gibbs 态 的 全 体 记 作 FV). 
在 这 一 章 中 ， 戈 们 将 得 到 自 旋 变相 速度 函数 有 势 的 一 个 简单 
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有 效 的 充分 与 必要 条 件 ;在 有 势 的 条 件 下 证 明 
(8.5) RD) = GV) = $. 
势 了 的 Gibbs 态 是 60 年 代 中 期 ，Dobrushin 等 人 用 现代 概率 论 
研究 粒子 系统 的 平衡 态 (equilibrium state) ”而 提出 的 一 个 重 
要 概念 。 ”而 可 逆 性 概念 是 刻 划 粒子 系统 的 细致 平衡 (detailed 
balance)。 物 理学 家 通常 认为 平衡 态 与 细致 平衡 是 一 致 的 。(8.5) 
式 表 明 这 两 个 概念 的 一 致 性 从 数学 上 得 到 了 证 明 。 这 个 结果 原来 
是 就 特殊 形式 的 速度 函数 证 明 的 。 此 处 证 明了 一 般 情形 。 而 且 还 
证 明了 (O) >< ob 的 充 要 条 件 是 速度 函数 有 势 . 

9. 定 义 设 c(w,v,n)，w,vE S, n€ X 是 排 它 速度 函数 , 且 
满足 
(9.1) Vu,v€ S, ue e, Vm € XN) æ nlu), cl(u,v,n) > 0, 
如 果 存 在 函数 V:X 一 R 使 得 Vne X, n(u) > n(o) (自然 # w 
v) 
(9.2) logc(u, v, n) 一 logclusv, won). = V Cum) — VO), 
则 称 c(w,v,n) 有 势 ,而 V 称 为 它 的 一 个 势 . vAE 5 Vk€ U, 
l,e lAl}, YEE X(A), 定义 
(93) f HCEX C)&Iz AO (£)exp(V(£ X ©)) 

1 D eCo xX O),ç€ XCA), 


Ex 
其 中 X,(A) 的 定义 见 命题 7 Gi). 如 果 peP) 且 对 任何 
AES, ¿€ X(A) 满足 
(94) (lx X(SNA)|. Z (SNA))( - ) = fol EXC e Jsu)» 
q.e.n, 
其 中 .er(SNM) 的 意义 见 命题 7 (ii), 则 称 为 速度 函数 <(.。…， 
+) (或 相应 的 势 了 ) 的 正则 Gibbs Æ (Canonical Gibbs state), 
. I4. 


VJEN] Gibbs 态 的 全 体 记 作 AV). 
本 章 将 得 到 排 它 速度 隙 数 有 势 的 一 个 简单 有 效 的 充分 与 必要 


条 件 ; 在 有 势 条 件 下 ,证 明了 
(9.5) S (Q) = GAV) >= $. 
52 场 论 的 推广 


本 节 将 侯 振 挺 、 陈 木 法 提出 的 场 论 概念 推广 到 一 般 空间 上 ，, 讨 
论 它 的 有 势 性 \ 弱 可 配 称 性 等 问题 ,然后 将 它 具 体 化 到 空间 
x= JI Ya 


“€s 
$ 可 数 ，Y。 一 Y 为 有 限 集 。 得 出 速度 函数 clu, n), clu, e,q) 
有 势 的 简单 有 效 的 判别 准则 . 

LEX 设 X 是 一 任意 集 , T 为 任 一 指标 集 ， QG) 一 {q(n， 
Ästi EX), z€ T, 为 定义 在 T 了 上 的 一 族 实 函 数 ， 满 足下 列 条 
件 : 

(l)  Vn,ñ€ X, n° ñ, gñ) 2 0, 
(12) “EAH: Vie T, Vn, EX, ga ñ, 1) > 0 
Iian t) > 0. 
给 定 IET, WR glas) 一 0， 则 称 在 时 刻 ;, w 直达 a, 


£ 


t f 
记 作 ni; 称 m——— 为 OG) 在 时 刻 
z 由 下 到 mt 的 一 条 (* 节 ) 路 , 记 作 LO = stees net) F 


称 e—a Lin) LOB ERER A m 可 达 qaa, 
记 作 m na 


着 9 一 ~ 和 则 定义 


(13) — plnñ,t)&loggln, ñt) 一 log q(ñ,n,t), 
(14) PLE) AD pomt), LO 一 (my ts mn). 
«= x 


记 (9 会 (p(n it): as ñ, t) > 0, n, JEX), € T. RCX, 
QG) pG)) (或 简 记 作 OGAH. QO ORAH. pep 
为 QG) 的 场 强 ，p(L()) 为 场 沿 LG) 所 作 的 “ 功 ”. 

如 果 IW) 一 {4V(n,1):mnE X1,:€ T , EH ra 时 ， 有 
(15) V(ñ,) 一 了 (yt) = pñ), 
则 称 (X,9(o),p(zD)) HAA, VO) 称 为 OO 的 势 . 

称 场 QG) 与 路 径 无 关 ， 如 果 VET, YLO = (mm's 
n.n),s >l. (AKI) 
(1.6) g(L(2)) = 0, 
称 QG) 为 弱 可 配 称 ， 如 果 ue) = {w(n,7):nE X}, z€ T, E 
Q7) WET. VueX, u(n) > 0, 
(1.8) Vi€ T. Vn,ñ€ X,u(u,1)q(n, ñ, t) = ulist) int) 
成 立 , 此 时 称 xz),re T， 为 配 称 函 数 。 

在 X 中 。yreT， 可 以 按 下 式 定 义 等 价 关系 " 改 " 如 下 : 
(1.9) — — == 或 —a. 
于 是 将 X 分 成 等 价 类 Xi(z),1e DG) (DG) 为 与 上 有 关 的 一 个 指 


标 集 ) 使 得 同一 类 中 的 元 一 定 可 以 互 达 , 而 属于 不 同类 的 元 则 不 互 
达 。 下面 我 们 YLe D(z)， 任 意 取 定 一 元 Ae XU; Vu € XG), 


1 * An BE (XG) 中 的 ) 连 接 A 与 ?的 一 条 路 
(1.10) L,(m;z) = (Ansman s nen); 
其 中 《与 17 有 关 , 记 A, = pn = fa 并 令 


e 16 8 


i 
4(A,, n, në lI gnis ni4>7), 
(111) “= 
á4(m, An ?) 会 Tans no). 


QD x naf? s= A 
i Am) /Gn As), ss Arn E X(O. 


可 以 看 出 ;上 述 的 一 序列 定义 (特别 是 路 径 无 关 以 前 的 各 条 定 
义 ) 是 比照 着 经 典 场 论 而 给 出 的 ,但 是 这 种 对 比 却 在 讨论 马 链 及 无 
穷 粒 子 系统 的 可 逆 性 问题 时 有 了 有 趣 的 应 用 。 

下 列 首先 证 明 

2. 定理 ”在 上 述 假定 和 记号 下 , 设 QG) 是 上 述 给 定 的 场 , 则 
Vie T F£] 4 个 断言 等 价 : 
(2.1) ”Q(z) ER 
(2.2) ”8G) 与 路 径 无 关 ; 
(23) QC) ERER: 
(2.4) Vi€ DU), Yn, ñe X) 有 

4(A,,n,t)q(m,ñ,1)4( ñ, At) 
= 4(A,,ñ,:)4(ñ,n,t)4(n,A,.,.t). 

此 时 由 (1.12) 定 义 的 Mn n€ X, R. 8(z) BJ— AREK K 
Ë, VGDAS1V(wn,:): (lo 会 log Xn,1),n€ Xi 是 QG) 的 一 个 
W. 还 有 ,车 V(t) 是 0O 的 另 一 个 势 , 则 存在 e0): e DU, 
CT 一 RI 使 Vi(n,1) = V(m.t) + c/G),n€ Xe) 

3E. (2.1)>(2.2). $ VG) 是 QG) 的 一 个 势 , 则 对 任何 一 
个 闭合 巡 路 LO = (mm na), m = ns = m, 由 (1.3) 一 
(1.5) 知 


g (LG)) = D pnnt) 
= 


。7I7 。 


= 21) Vt) — VO, 1)) = 0 


R= 
£ ; 
(22) => (2.4) Yle DG), Vn, KEX), Z nñ, M 


gln, ñt) = 4(ñ, n, z) = 0, 故 (2.4) 中 的 等 式 自动 成 立 ， 车 "一 
ñ 则 由 XG), Lint) Lilis) 的 定义 及 路 径 无 关 知 
g(L,(ñ,r)) = plLilan,t)) + g(n 2), 
由 (1.3),(1.4) 及 (1.11) 即 得 
log (Ar, ñt) 一 log gli, Art) 
= [log á(A,,n,z) — logq(n,A,,r)] 
+ logg(n, ñt) 一 log4q(ñ,n,z) 

此 即 (2.4) 中 的 等 式 . 

(2.4)=>(23). Vk (2.4) RZ. YneX, M) EDE) 使 
nE Xi(t)。 于 是 可 按 (1.12) 定 义 Aa), A Aat) 满足 (1.7). 
今 往 证 : a) 是 QG) 的 一 个 配 称 函数 ， 


4 
Vn,ñ € X, Æ n——ñ, 则 由 q(m,ñ,t) = glis n, r) = 0 


知 (1.8) 中 的 等 式 对 Oo DAC D 自动 成 立 ; # 4 一 
MEDOR nE Xi(D) ,于 是 由 (2.4) 中 的 等 式 及 (1.12) 知 (1.8) 
BRER l, D=, D 成 立 。 故 OO STEKE 
ala1) 为 一 配 称 函 数 。 

(2.3)=(2.1). 设 QG HKR, E x(mr) ,3eX 是 QG) 


的 一 个 配 称 函数 ， 则 Vn, JEX, nã, F (13), (14) 知 
Va, DA logun) (HADA Vast) 的 定义 合理 ) 满 足 (1.5). 
故 QG) 有 势 . 
由 证 明 (2.4)=>(2.3),(2.3)=> (2.1) 的 过 程 知道 log 4(%,1) 是 
OG) 的 一 个 势 。 此 外 YE XIKD。， 存 在 一 条 路 LG) 一 (m, t, 
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maa), n = A,. pn = n, 于 是 由 势 的 定义 (1.5) 知 


Vila, t) — VA 一 > Wilant) — Vn 
ket 


= E Venn?) — VsD)) 


= V(m;:) — V (41,1). 
令 ¿GA V.(A,,:) — V(A,,:) 即 得 
(np = V(n,:t) + cle) nE X,G(2) O 
作为 定理 2 的 应 用 ， 我 们 讨论 自 旋 变 相 速 度 函 数 及 排 它 速度 
函数 所 决定 的 场 的 有 势 条 件 ， 
3. 定 义 W X — (0,16, S 可 数 , e,t): S X X— R, 
elt, ):SXSXX—R 分 别 满足 
(3.1) Vu€ S, Vn€ X c(u,n) > 0, 
=0, n(x) = (>), 
全 2) end n(u) °: nw), 
再 令 
_ elun), ñ= A, 
0 a E EE 
* cluan), ñ= am, nlu) = nlo), 
G9 amdi, ñ °e RENE. 
所 定理 设 (3.1) 成 立 , 且 Q, = (qn,ñ):n, € X) 由 (3.3) 
定义 , 则 场 8, 有 势 的 充 要 条 件 是 Yu,vE S, Vn€ X 有 
G) “c(z,n)e(e,.n)e(u,,(an))e(e,,n) 
= c(s,n)e(2,,n)e(e,.(,n))e(u, m). 
场 0, 有 势 即 为 3V:X — R 使 (1.8.2) 成 立 。 
注 (i) 由 此 定理 可 以 看 出 8， 的 势 与 $1 定义 的 c(u, n) 
的 势 是 一 致 的 。 而 且 此 处 得 出 的 有 势 条 件 并 不 依赖 于 c(w，，》 
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€ CX) 等 条 件 。 
Gi) H Q, 的 定义 知 , 它 的 所 有 闭路 都 具有 下 列 形 状 : 
L = (m,m, se) on = nla) k m lpg 
这 里 最 短 的 闭路 是 L = (n,n) nn), n€ X.,u,e € S, 
v。 所 以 由 经 典 场 论 的 结果 很 自然 想到 CO， 有 势 的 充 要 条 件 是 8， 
沿 此 种 最 短 闭路 所 作 的 “ 功 ” 为 零 ， 这 就 是 定理 的 条 件 用 “ 功 ” 的 语 
言 表达 。 
证 首先 我 们 证 明 最 后 的 结论 。 若 8, AAV, 则 由 (3.3), 
(1:3),(1.5) 知 wE S,Vn€ X, 
log c(#,n) — logc(u,,m) = logq,(n,.n) 一 log g,(,m,n) 
= o(n,.n) = V(.n) — V(n). 
再 证 定理 的 前 一 部 份 . 
由 (3.1),(3.3) 知 Q, 满足 零 同性 条 件 ， 从 而 .8， 是 个 场 为 
了 叙述 方便 ,我 们 引进 一 些 记 号 . 
定义 变换 Tlu): X >X, Tu) = n, ES EX, FEN 
Q, 中 每 一 条 路 L= (m,i), 3 € S, k= 1, 2, +n tE 
m = n, m =T (u) Ta), 一 12……z。 为 书写 简便 ,我 
们 也 用 
(4.2) nT (a): T (u,) 
表示 这 条 路 L. 其 中 "是 工 的 出 发 点 ,而 T) 可 以 表示 由 
nT(a) Tma) 到 nTa) Ta) 的 一 节 路 。 ,特别 
PT (uo: T(u)) 表示 场 9, 在 L 上 所 作 的 功 。 由 ?的 定义 知 
(43) PaT): :T(u,)) 一 porCa) :Tu)) 
+ g(mT(sa):  *T(u,)) 
对 任何 ke tl)2: 2 一 二 成 立 , 其 中 三 一 9T() TCD) 一 
ww (ea) )) FAB a Copas Cot Ca) Sm a 
利用 这 些 记 号 ,(4.1) 可 写成 
(44). PUTT w)) = g(nT(e)T(u)), 
-9s 


WVES. u*v, nEX 
显然 有 
(4.5) g(mT(s#)T(a))= 0, ues, n€ X. 
现在 证 明 条 件 的 充分 性 .部 证 : ERRUR (4.4) 下 ， 
对 任 一 闭路 上 (不 妨 设 为 上 述 的 ;但 其 n, = m = n) 有 
(4.6) g@e(nT(u):: T(u,)) = 0. t. 
由 了 为 闭路 知 ”只 能 为 偶数 ， 设 n= 2m。 今 对 mm 使 用 数学 归纳 
法 。 当 m== 1 时 ，u. 一 加， 由 (4.5) 知 此 时 (4.6) 成 立 。 设 对 m — 
1 的 情形 (4.6) 成 立 , 往 证 mw 的 情形 ， 此 时 必 存 在 he 12， oanp 
Hi u, = (E) n, = nTn) Tun) 2 n) H. w A m, lE 42, 
一 1 应 用 (4.3)、(4.4) 得 
g(mT(u):::T(u,)) 
= p(nT(a)T(u,)) + Pl Curu n)T Cu) T Cun) 
= PTT (a )) + Puun TC) T(u&z)) 
= pnT(w)T(u )T Cu) -TCun)) 所 
= e(nT(za)) 十 POCO)TCAD)TCas) -T Ca)) 
`“ 复 应 用 此 式 及 (4.3) 即 得 
PlanT(m)..*T(u,)) 
= p(nT(w)) + p((.mn)T(u.)) 
+ Phlu T Tu) T(u,)) 
= p(nT(u,)T(w.)) 
+ Pllnun)T On )T Cm) T(u,)) 
= p(nT(u)T(u.)T(n,)) 
+ p((.. a n)T(u)T(ss):  T(u,)) 
= o(nT(u,):' 'T(ur-4)) 
+ pu s n)T (a DTC) T (u,)) 
= p(aT (n): T Ga -4)) 
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+ gam) Tm )T(u,)) 
十 Plugning) Turan) T(us)) 
= PT (n): TCD) 
+ Papoon nT tgn) T(u,)) 
= PT Cn) Flur )T Cury) T(z,)) = 0 
其 中 倒数 第 二 步 用 到 (4.5) 及 w 一 w,， 最 后 一 步 是 归纳 假设 。 故 
由 数学 归纳 法 知 (4.6) 对 任何 闭路 成 立 。 

至 于 条 件 的 必要 性 显然 。 口 

5. 定理 设 (3.2) 成 立 , 且 Q. 一 12,(m,ñ):m, ü € X) 由 (3.4) 
EX. MO. 有 势 的 充 要 条 件 是 
Yu, e, 6 € S. Vy c X 
(5.1) deluso, n)e(z, w, wn ) ew Hs wn ) 

= cw uM) CW VS a) CV ,Hs 0 )). 

证 。i) 与 定理 4 的 证 明 类 似 .我 们 先 采 用 以 下 记号 ;车 nm 汉 
9v。 则 定义 nT(w;v) 会 (wx,v)n《 此 处 T(u,) 不 是 X 上 的 映射 ， 
这 一 点 与 定理 有 所 不 同 )。 于 是 每 一 条 路 L 一 (mm ` ton.) 
mo = n 可 用 TW,01)…*T(wn,vs) 来 刻 划 。 它 表示 由 m = n, 
m mT. et) k=l,- enn 组 成 的 路 ;同时 也 将 T Curso) 
理解 为 第 《 节 路 , 在 这 些 记 号 及 第 1 , 3 两 目的 记号 下 ,经 过 计算 
可 知 ( 留 给 读者 作 习 题 ) 条 件 (5.1) 等 价 于 
Vu.v,w eS KERRE, Yne X, nlu) = g0), 

n(v) = nliw), 

PT lu,v)T Co, w)) = paT u, w)). 

此 外 显然 有 T(s,e) = T(v,u), u œv, K 

(5.3) Vm € X,n(u) < nv) uv € S, g(mT(u,r)T(e,u))=0 
PaT Canso) -Tw vs)) 

Gi | 


(5.2) 


= pT (m,n) Tu 74)) 
+ p(mT(wugasorka):  T(u,, zs))， 
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其 中 q = nT (msn) TC) k = 1,22... — 1, 
ii) 由 于 在 (5.2) 的 条 件 下 ; TCw, s)T(v, o) 一 nT(u,w)， 
所 以 条 件 (5.1) 的 必要 性 显然 . 故 只 须 证 条 件 (5.1), 亦 即 条 件 (5.2) 
的 充分 性。 为 此 先 证 
(5.5) porno = p(T(u,0)T(u, v)) 
usWsv 两 两 不 同 ,ns =n; š =1,2 
此 时 有 na) = alu) = n()=n(e) 或 n(aa)=n(e) > n(u)= 
= (e), 不 失 其 一 般 性 可 设 前 者 成 立 。 从 而 wT(m,v) AR 
义 。 于 是 
PTni Tu v Tm, ) Tw,0)) 
CI Q@(nT(m,m)T(u,e)T(u,m)T(u,e)) 
+ @(mT(a,e)T(e,)) 
CD p(nT(u,m)T(u,e)T(a m )T(u,o)T(u,e)T(e,u)) 
SpaTlmsv)T(u,v)T(m, 0)) 
+ pun) Tu,0 Tm,0))+ Plimen) To, m)) 
2.2 pnT(usv)T(u,v)T(u, 0)) + g@(e,.n)T(u,1)) 
+ p(n) Ty,m)) 
54) q(mT(a,m)T(u,e)T(;e)T(u,ia)) + 
Plimen Twy )) 
上 面 最 后 三 步 的 实质 是 用 (5.2) 将 T(u,s)T(, e) 换 成 了 (wm ): 
应 用 同一 推导 手法 化 简 上 式 最 后 一 步 的 第 一 项 即 知 最 后 一 步 
bo pT(msv)T(n,v)T(v ,nu)) E Plenom) Ts, m)) 
= plaT lmn )T(v,n)) + Plimen TY, )) 
= e(nT(m,s)) + lmnm) Tv,m)) 
= p(nT(uv)T(v,m)) G:320, 
这 就 是 (5.5)。 
Hi) 今 往 证 (5.2) 的 充分 性 。 即 证 对 任 一 闭路 
L = (mom sis) = nT (sn): ° T (uses) 


一 


Ë Ë 
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(此 处 n = m) 来 说 ， š . 
(5.6). PT Cmo) TLuns v4)) = 0. 
对 # 用 数学 归纳 法 来 证 明 。 当 » = 2 时 (5.6) 即 (5.3)， 轩 而 成 立 ， 
n= 3f, Tlm, vOT(m, v) = nT(u, v), A nle) = 
nrs), BIERRA {mov N imor) 的 元 数 不 能 是 0 和 2 ,因而 只 
能 是 1 ,由 um 与 加 2 洽 有 一 相同 。 不妨 设 v: 一 vi。 由 T(x,， 
v) 定义 的 约定 即 知 nlui) > nri), mri (m) œ ew Ca), 
由 后 一 式 即 得 六 z) > nGa), MI a) = n(6); n= 3 
时 ,(5.6) 即 (5.2), 因 而 成 立 。 

设 (5.6) 对 zm 成 立 , 往 证 (5.6) 对 2 = m 成 立 。 

因为 上 是 闭路 ,: 所 以 nk,v4s《 =l, -om 都 出 现 偶数 次 ,从 
而 存在 一 《et2，…，m} 使 得 à 
《5.77 +. Amon lfl {us vA} $, dm. nlfllu, w) = $, 

2<!=< k. 

因 T(#,v). 一 T(v,w)， 所 以 不 失 其 一 kurin 
(5.8) I 1 = u, Š 
HEt k > 2, lË PANAT; 由 (5.4),(5.5) 得 

gp(nT(u,, v) -TCin va)) % 

CA plnT(usn)T(m,0)) 

HPT mv) eT((un vm)) - ga 

CD gp(nT(ma,m)T(,6m))+ PRTC ms v) T(u,s9s)) 

CAL q(nT(m, m)T(mo v)T Cus, 2) T(was.ve))> 
重复 上 述 手法 ,并 注意 到 (5.7) 即 得 
(5.9) phnT(m,0)-**T(um, vm)) 

= p(T (m50) "Tukas vt Tm ,0) 
` T(wx3v04)***T(un, vm)) 

34 k = 2 hl,(5.9) 自然 成 立 (此 时 两 边 一 样 !)。 

# w = vo lÚ ú = nT). Tona) (8 k= 2 
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时 ó RE n), WC. Fi 
CAL PlnT Cn, 5): TOs zt) 
+ pT Ca, nT Cug, v)) 
+ Pln T Curts veri) T(um, vm)) 
CD .p(nT(u,e,):: T(ue-4s9|24)) 
+ PT lurt tern) TOn vm)) 
= p(T (my0): T Uige T Uins tn) 
° ` *T(uastga)), 
于 是 由 mwm 一 2 的 情形 知 (5.6) 对 z = m 的 这 种 情形 为 真 。 
若 n >< vi， 则 (5.9) 的 后 端 
= p(nT (u, n): Tlga V4-1)) 
+ pT(u, n)Tlug, va)) 
+ PaT Curs, vin) T(> vm)) 
CD Q(nT(a,m):: *T(uaz-o wat)) + p(óT(e6r))) 
sP PT Ctt ven) oT (tm Vm)) 
= p(T (m, 01) :Tus ve )T Cos va) 
s TCs tin) TC uns Ym)) 
于 是 由 mm 一 -1 的 情形 知 (5.6) 对 n = m 的 这 种 情形 也 真 。 
故 由 第 二 数学 归纳 法 知 (5.6) 对 任何 = 成 立 从 而 条 件 (5.2) 的 
充分 性 获 证 。 口 
6. 例 (1) 设 伊 辛 模型 的 交互 作用 势 OMe) — R 满足 


(61) Vues, B10(A)| < oo 


则 伊 六 速度 函数 

(62) elum) = exp{—8 DAN )), p>0, ves, 
n€ X, i 

GEES 
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(63) zx,@)= ][ Qm- 1), n€ x, AEZ. 


证 。 由 (6.3) 容 易 验 证 
(6.4) Vues, Vn€ X, Xala) = (DNM). 
为 证 (6.2) 有 势 , 只 需 验 证 (4.1) 成 立 . 而 当 * 一 ”时 ,(《4.1) 恒 成 立 。 
H S< v 时 ,由 (6.2),(6.4) 得 

e(w,n)e(z,.m)e(e,,(.n))e(e,,n) 


一 so 人 -6 [Eo 


+ DOAN) 


4. 


— DoD ne) - 31900 m |} 


“x aar 


z exp{—28 [E rua 


一 Sod) =. 


Auw 
同 法 可 证 : c(e,n)e(u,,n)e(e,,(n))e(u,,n) = 1. H c(u,n) 
由 (6.2) 给 出 时 ，(4.1) Yu, e€ S, Vne X 成 立 。 故 由 定理 4 知 
饿 辛 速度 函数 有 势 . D) 
例 (2) 设 格 气 模型 的 速度 函数 
0, alu) = ale), 
(6.5) e(u,z,n) = $n(u)e(u, a)plu, v)+nlr)elw, n) ° pwu), 
š; nlu) > qlr). 
其 中 ¿(w,n) 由 (6.2) 给 出 , 8 满足 (6.1)，p(w,w) = 0, pv) > 
0, u*v, HE 
(66) pla, volv, w)plw, w) 
= plu, w)plw, v)plv, u), u, v, WE S, 
则 格 气 速度 函数 有 势 。 
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证 。 由 定理 5 的 证 明知 只 需 验证 (5.1) 中 的 等 式 对 任何 两 两 
不 同 的 #,v,wE5 及 n(w) = al) 一 mn(w) 成 立即 可 ( 即 (5.2) 式 )。 
Ëin(u) = 1, alo) 一 mn(w) = 0 时 ,由 (6.5),(6.6) 易 见 (5.1) 中 的 
等 式 成 立 。 因 此 问题 归结 为 验证 : 当 w,v,w&€ S 两 两 不 同 ， 
alu) = 0, nlo) = Nw) = 1 
时 ,(5.1) 中 的 等 式 用 (6.5) 代 人 时 成 立 。 而 由 (6.5),(6.6) 易 见 此 时 
只 需 验证 : 
Vu, v, wE S 两 两 不 同 ,，Vn€ X,n(w) = 0, 
nle) = niw) = 1, 
clv, n)el Ww, un) (Hs wa) 
= e(z; n)e(e, wwmM)els cwm), 
首先 容易 验证 : 
(68) Vusv€S, usev, X (Gam) = (—1)'4aeenix (m). 
于 是 由 (6.2) 及 (6.8) 得 


elv, n)elw, uwm )elu, wan) 


- |> DARD) + D @( A)z (0)(—1)ne,n 
aav "r 


(6.7) 


+ D DAt r MN wa } 


= exp fe Ë > ' @( Ax. (n) l 


latus wo: 


+ D Dua) —2 51 on) 
AN{uov wy 4 
= cw, n)e(r, iwwels co) O 
特别 ,简单 对 称 排 它 速度 函数 
0， alu) = nlr), 
nlu) + n(e2))e(w,e), nlu) = alv), 
其 中 puu) = 0, pluso) = pwu) > 0, u % e, # 9. 


。87 。 


cu,0,n) 一 { 


5 3， 可 逆 测 度 集 与 Gibbs 态 集 的 关系 与 构造 


本 节 先 讨论 自 烧 变相 速度 函数 (相应 地 : 排 它 速度 函数 ) 有 势 
RFF, Gibbs 态 集 ( 相 应 地 : 正则 Gibbs 态 集 ) 的 构造 ， 然 后 证 
明 可 逆 测 度 与 Gibbs 态 集 ( 正 则 Gibbs 态 集 ) 相等 。 为 此 需要 先 
证 明 它 们 的 势 及 规范 的 一 些 性 质 。 

1. 引 理 Ci) 设 cl(',*"):S X X— (0,0) 有 势 V 且 Vues 
elu, *)E CX), MJ VA € S , 

(1.1) V(°) — V(0, X (esu) € C, (X), 
其 中 0 — {0.:w€ Se X, 0. = 0, x€ S. 

Cii) 设 ¿(:,-,:):S X S.X X— [0,co), e(u,s,n) > 0 当 
且 仅 当 nC) = nlo), Vu, € S, clu, v, *)€6 Ci(X)。 且 它 有 势 
V, VAES, Vke {0,.…,|41}， 任 意 取 定 S(A,k) E XA), W 
(1.2) Lapa KC DDLV C) — V(š(A,k) X (*)su)] € C,(X). 

证 。 (1) 由 势 的 定义 及 Vues, clu, *)e C, (X) 知 
Vu€ S, AV € Ci(X)。 今 先 证 (1.1) Y4 一 (u) 成立。 为 此 只 需 
证 Vm”) X, nt” — n(m — co) 有 
(1.3) Vn™) — VO X Wsw) > V(n) 一 V(0 X nsin) 
由 wm 一 知 3mo #E23 m 2 m 时 n” (w) 一 n(w)。， 于 是 当 
nlu) 一 0, m > mo 时 ,(1.3) 中 两 个 式 子 的 值 都 是 9 ,因而 成 立 ; 
当 nlu) = 1, m >m 时 ,由 AV ECX) 知 

Vn™) — V(0 X (asum) = A,V(0 X (n'”)suo) 

— A,V(0 X nsimi) = V(m) — VO X nsum). 

ERG 4 一 ta 6 S, A= lu, 1, 

eeta k, Ao = p, 则 由 (C1.1) 对 4 一 4w} 的 情形 及 
， 8 ， 


V(x) — V(0, X nsu) 


á 
= D LV(0,,_, X nsw) — V(6,, X nsui)] 


t=) 


知 (1.1) 成 立 。 

(2) ATHE Gi), EA: V(at2)C X, n> — n (m — 
%) 有 
(1.4) Vu,e € S, uv Ac... V(n™) — Au Vn). 
由 n” — n 知 3mo 使 当 m 2 m, BF, Wham = nuy T JE 
ce(u,s,-)€ C,(X) 及 势 的 定义 得 知 


A... Vn) = Ain inse X (m'”' sva.) 


0, nlu) = nle) 
= s log elu, vs huwi X num) — log clu, v, (u, v) 
z (a. TY X nln) n( xs) %< nle) 


Ë nu) = n(v) i 
— {log e(u, v, n) 一 log elu, vsum) 
nlu) = n(r) 
= AsV (n). 

记 4 一 tu bai，(c(1)， co(z)) 表示 (1,2, tean, 
的 任 一 个 排列 ，o(m4)E XCA) 用 aa) Anl), k=l, 
2, n 规定 。 则 由 “ 任 一 排列 是 对 换 的 乘积 ”这 一 代数 定理 及 
(1.4) 知 : VIn'2?)CX, 2” — (m — o) 有 
(1.5) VO) X n — V(nt”?) Van) Xnsu)—V(n). 
又 当 me X/(A) 时 ， 必 有 一 排列 o 使 ola) = s(k, A), 再 由 
n” — n 知 3m E m >m BF, (n), no Wk m 2 m. 
时 ， 

Izyan IC — V CECR, A) X ngA) 

= lx, (n )L V (q>) — Vln) X nt)] 


* 8. 


PN. Izyan) LY a) — VCERA) X nsu)l, 
(m — œ) : 


BD(1.2)3kuF, O 

2. 引 理 在 引 理 1 的 假设 下 , 则 

G) 由 (1.8.3) 定 义 的 规范 {Ae ZF c( ,*》) na 
择 无 关 ， 且 满足 
(2.1) fe€CAX)' Vae X, (n) >°0; 


(2.2) Vn€EX, D, fw X asa) = l; 


wEXA) 
(2.3) YACÃES , Yne X, Ha) = fn) D Pw X asu). 
ia wEXA) % 
Gi) 由 (13.3) 定义 的 (AES, k= 0, <, |A|) 与 
c(，,*，*) 的 势 选 择 无 关 , 且 满足 
(2.4) 0<fhe CHAX), š mE XCA) BI, fa) > 0; 


(25) Vance X, 2) lw X nsu) 
we x(4) 


=s > (e X nsu) = 15 


we Xr( 


(2.6) VacÀihieces, Yg, € X(A), VE, e X( ANA), 
WE € XC(S\A), Yk é 10,---,141), 


MG X Ea X D fe XXD 。 2,  RGxpx0O. 


证 . G) eh <(.，.) 决 定 的 场 
Qs E, 并 注意 7 与 o X gsus wE X(A) 属于 同一 X,($2 的 X) 
在 目前 与 :无关 , 故 记 成 X) 即 知 与 <(*，*) 的 势 选 择 无 关 . 
AVA (C...) 的 任 一 势 , 则 由 引 理 1G) 30 
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Pe) = expi V (e) — V(0, X Csu)? 
D expty(w X (*)sa) — VUO, x (*)su)) 


€ C,(X), 


显然 Yne X, Ha) > 0， 故 (2.1) 成 立 。 (2.2) 显 然 成 立 。 再 由 
(1.8.3) 知 当 AC Á e % H, Vn € X 有 


Pa = —— VO)  _ 
3 > expV( X nsa) 
a 
wx D, expV(w X nsu) 


Dex 


=Ma) D fw X nsu). 


w€ X(N) 


Gi) 将 定理 22 的 最 后 的 结论 用 到 (v, +, +) 决定 的 场 Q, 
(HL (2.3.4)) 上 ,并 注意 当 5,we XA) B, £ x t 55% x t A+ 
同一 X,. 即 知 长 与 c(.，，*) 的 势 的 选择 无 关 。 设 了 是 c(:,*， 
") 的 任 一 势 , 则 由 引 理 1(ii) 及 (1.9.3) 知 
KC) w LENTS CA a ).) 


. exp(V(:) — V(E(k,A) X (e Jsu)} 
D epf Vlw X (:)sa) — VECA) X C)su)} 
€ C,(X) 


显然 当 me X/(A) 时 ， #(a)>0. (25) 显然 成 立 。 再 由 
(1.9.3) 知 当 |ë X Elk 时 ，(2.6) 的 双方 都 为 零 ， 当 lg x 
| = k BJ, 
RQ x | x= XS — 
> expvV(s X 8, Xg) 


Etxe 
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# > expV(s X š, X 1) 


exit > expV(w X L) 


wEXRA) 


fib Xa BD flls x p x D. 


tex Q 
即 (2.6) 成 立 . 口 I 
BEX VAES, F.a 表示 一 切 如 下 定义 的 概率 测度 的 弱 
QAE: 


(31) — wana P)A >) PE x L, FEF , EXMA), 


EGO 
其 中 F(Z) 会 {5 EXCM):E X 6 F) 表 F # U tiba. 多 , 表 
示 一 切 满足 pm € %,,,, A,ltS 的 弱 收 敛 序列 dem) 的 弱 极限 组 
成 的 集 。 
VAES», Gen 表示 一 切 概率 测度 


(3.2) — paqa: maa ()e D HE XE), FEF. 


EFO 
EXCMA), 0 < ¿< JAI 

的 弱 凸 闭 包 。 多 。 表示 一 切 满足 pm& 多 cm,,，Ahm1S 的 弱 收敛 序 
Fi m) 的 弱 极 限 组 成 的 集 。 

下 面 的 定理 是 关于 Gibbs 态 集 及 正则 Gibbs 态 集 的 构造 定 
理 。 

4. 定 理 (i) 设 ¿(,-):S X X— (0 co) 有 势 V B Vas, 
c(u,°) € CX), MW 
(4.1) @,(V) = %, < ç. 

Cii) i& el- ,*,*):S X S X X—[0,co) WE c(u,s,x) > 0 
当 且 仅 当 qs œn B Vu,v€E S, c(u,e,:)€ CX), VECH 
一 个 势 ， 则 
aD GAV) = €, * ç, 
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证 . (一 ) 先 证 (4.1)。 设 we 多 (7)， 则 由 (1.8.4) 得 
(4.3) VAES , vie XCA), 


Al{8} X XAD = f PE X usu(at), 


其 中 psw 为 上 在 X(SNA) 上 的 投影 ， 即 YFE S (SNA), 
psu(F) = p(X(A) X F). & X(A) 一 [5 S), la = (š: 
i= (i 5 b) i= l, 2,211, nik =1, 2,71, k), 


K 
(44) 4. N Ao i€ ls, EE XA), 
k=1 


其 中 


ASE x < ps x D > Ë], 


n 
anA fee xs < Max O <ih. 


任意 取 定 Gni € Anis i € 1, WA (43), 044) K (34) 得 知 
Vš é X(A) 有 


(45) pl{5} X X(SNA)) = lim 22 


了 
,pisv( Aí), AEI X X(SNA)). 
而 
Bane > sa ( Ani) tan E 多 


由 附录 引 理 3.8 知 有 一 € @%,, 及 (nl 使 pn, > p4。 由 附 
录 推 论 3.7 及 (4.5) 知 VE e X(A) 
BUEY X X(SNA)) = wH t X X(SNA)), 
从 而 有 
(4.6) VAS, VACX(A), x( À X X(SNA)) 
一 pn4(4 x X(SNA)). 
于 是 VlIA.)CS, Ants 有 =" € 多 及 


ERSS 


(4.7) VAES 3 Vš € XCA), lim nr({8} x X(SNA)) 


= p({E} x X(SA)) 
《实际 上 , 当 ”充分 大 时 ，4。 二 4，pusn({E} X XNA) =a ((E) 
X X(A.NA) X X(SNA.)) = u(CE} X X(AANA) X X(SN4))= 
(E) x X(S\A)))。 再 由 附录 推论 3.7 知 a'> pn， 故 由 定义 
3 知 x€ %,. 

EZ, W z€ @,, 要 证 ne 多 ,(V) RERE: V4e 9, 
VEE X(A), VF € S AMA) 有 
(4.8) MUEI x P) = | PE x Dasal). 


由 单调 类 定理 知 只 需 证 (4.8) 对 

(4.9) F = (Ë) x X(S\A), ÃDA, 46 S, £ € X( ANA) 

成 立即 可 。 为 此 先 证 : (4.8) 对 (4.9) 中 的 F 及 

(410) amu MAmEA, bmé X(S\An) 

成 立 。 事实 上 ,此 时 
(4.8) 的 右 方 二 | 


Dxxcs\h) 


FG x C) tamtn Jsa dE) 


G f(s X ¿)Xa,, sm)sul di) 


{Ux KCA m 0500... 


一 D MGxË xg XU)us aa (K(A) x (Ë 


&'eX(A,,VA; 
x £ Xtn}) 
GD D fs x š x £ x t) 


“ex, 


` > ffaw X Ë X E X Ta) 


wEX(A) 


@3 D fn(E x Ë x r Xx U,) 


EEX, MD 
GD pins X š) x XAD), 
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进一步 (4.8) 对 (4.9) 的 及 hanin An 固定 ) 的 凸 线性 组 合成 立 ， 
再 设 vw" 是 pxm(hm 固定 ) 的 凸 线性 组 合 且 汝 一 oo 时 ve => 
?me %,,,> 则 由 弱 收 敛 的 定义 及 EX) E C,Ə(X(SNA)) 知 
(4.8) 对 (4.9) 的 F 及 任何 EF, an RL RAR MACS, 
AmS, pm € EA pm => 上 ， 再 由 弱 收 敛 的 定义 及 
jxX*)e C,(X(SNA)) 

知 (4.8) 对 (4.9) 的 FP 及 成 立 。 故 EZO). 

综 上 所 证 即 得 多 ,(7) 一 多 ,， 至 于 F, > $ 由 它 的 定义 及 
附录 引 理 3.8 即 知 。 故 (4.1) 获 证 。 

(二 ) 往 证 (4.2)， 其 证 法 与 (4.1) 类 似 。 设 pe @.(V), H 
(1.9.4) 得 知 VAE S#, V£ € X(A), 有 


(1D AAE) x xGN4) = fn X nsu)a(an) 


141 
-= AlE x dn). 

z husus RCE X nsu)a(dn) 
令 I.= (1,2,-.. nyo, 


(4.12) Ab [l Ata 


wEXA) 


其 中 iA{i(w):w € XCA) E Tak E {0,1 [Alh >1. 
Aum [a € XA) x xea): AL 


< fw X a) < ED), i)e, 
AaB a € XAA) x ANW: Z < Aw x n) < 1) 


任 取 定 ¿,¿¿€ X(SNA), Eni € Xi(A) 使 Eox; X Cng E Ankis 
iE Iske {0,1,0 lAl}, n 2 1, WJBH(4.11).(4.12) 2 (3.224821 
YAE $, WEE XCA) 有 
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+A 
(4.13) {8} X X(SNA) = lim D, 


s= o 


e Do MAn Draza E} X X(SNA)) 


itla 


ILU 
na Ë 2 > pAsti) peatik € Dems 


k=0 161n 
由 附录 引 理 3.8 知 有 一 pe 多 .及 In.) 使 naa, > plk co), 
由 附录 推论 3.7 及 (4.13) 知 VA e Z, YEE X(A) 有 
Bl} X X(SNA)) = UEF x XCSN4))， 
以 下 和 (一 ) 完 全 一 样 ,可 证 得 ue %,. 
反之 ， 设 z€ 多 .， 要 证 ESAV) 就 是 要 证 : VA € S, 
VAeEt0,1 141)，V5Ee Xi(A), VF €  (SNA) 有 


GID ly) x P= | L. E x naald). 


同 (一 ) 一 样 ,由 单调 类 定理 知 只 需 证 :(4.14) 对 (4.9) 的 F 成 立即 
可 。 首 先 仿 (一 ) 可 证 : (4.14) 对 (4.9) 的 F 及 

B= kt ako AnDÂ, Cm E X(S\ Am). 有 Et0， Aml} 
RAA (3.2), (2.6) SERE (—) 中 相应 证 明 过 程 的 (3.1)， 
(2.3))。 再 证 (4.14) 对 (4.9) 的 P 及 m€ Goa, 成 立 。 最 后 设 
{hm}C5，An15， pm€ Gonn pn 之 MUH 330 E X K 
HEX) E CAX(S\A)) 知 (4.14) 对 (4.9) 的 F 成 立 . 故 z € GV), 
因此 多 (V) 一 多 .， 再 由 多 ,的 定义 及 附录 引 理 3.8 知 多 ,< o, 
ik (4.2) 获 证 。 口 

5. 注 由 于 多 ,多 .是 构造 性 地 定义 出 来 的 ,因此 定理 4 证 明 
了 定义 3 是 多 ,(V), 多 .(V) 的 构造 性 定义 。 对 于 一 些 具体 例子 ， 
€, 可 以 很 具体 地 描述 。 例如 当 伊 辛 模型 的 交互 作用 势 $B 给 定 且 
满足 (2.6.1) 时 ,虽然 它 的 势 不 好 写 出 ,但 是 可 以 证 明 它 的 规范 


9% 


ote > AA) 
6D fn) 一 | i sa 
> cp|+e 2 > PANalw xw] 


we XCA 


EX, AES 
事实 上 ,用 ea) 表示 (5.1) 申 等 式 的 右 赠 ， N) Vue A, 由 (2.6.4)， 
(2.6.2) RY] 2.601), 六 的 定义 知 


A DANXA un 


m) ep pite 22 9 (Ax. w} 


= oo| +8 D OAU — 5] 
Anas a 


= | -28 Z oaua)] =- 


= = PG). 
exp[V Cun) — V(n)] O) 
其 中 V 为 clun) 的 势 。 于 是 由 比例 性 质 知 
Hlan) fw X nsa) 
g(m) (“e X nsu) 
D fw X nsu) 
=s EXU) = 1 =1 


>; gs(w X nsu) 1 


wEXA 


故 (5.1) 获 证 。 
有 了 (5.1) 式 ， 多 ,。 以 及 多 , 的 描述 应 该 说 是 相当 具体 了 。 
6. 广 ”由 定理 4 的 证 明 可 知 : ueg) 当 且 仅 当 (4.3) 成 
X; p€ @.(V) 当 且 仅 当 (4.13) VAE Z, YE € X(A) RIL 
FERE, eA) 显然 有 (4.3), 而 由 定理 4 的 证 明 (一 ) 知 
(4.3) 之 pe @%,= x€ 多 ,(V)， 由 定理 4 的 证 (二 ) 知 k€ @,(V) > 
(4.13)VA ES , V£ e X(A) 成 立 >p€ G, > z € @%,(V). 


* 97 ， 


现在 我 们 证 明 自 旋 变 相 速 度 函 数 ( 排 它 速度 函数 ) 的 可 逆 测 度 
与 Gibbs 态 ( 正 则 Gibbs 态 ) 的 等 价 福 , 即 

7. 定理 G) 设 正 自 旋 变 相 速 度 她 数 c(u,n) w€ S,w&€ 久 有 
$V, H Wues, clu,*)EC,(X)， 则 
(7.1) BRD) = GV). 

其 中 也 为 由 定理 1.2.7 定义 的 算 子 9 的 闭 包 。 

Gi) 设 排 它 速度 函数 elC, t,t): SX S X X— 0, co), 
e(u,s,n) > 0 当 且 仅 当 n, e n. Yuve S, c(u,o, s) ECX) 
ECA% V, WJ 
(7.2) RD) = G.V) 
jeh O EREM 1.2.11 定义 的 算 子 9 的 闭 包 。 

$. 由 定理 的 证 明 可 以 看 出 此 处 c(`，')，c(*，'`，') 除 满足 
定理 的 假设 外 ， 并 不 需要 定理 1.2.7, 1.2.11 的 其 他 假设 。 也 不 需 
要 相应 随机 过 程 的 存在 。 

证 . G) W we RCD), O 为 自 旋 变 相 速 度 函数 的 相应 算 子 ， 
则 VAES, Vie X(A), VÇ¿ X(SNA), Vu € A, 由 (1.8.3), 
(1.8.2)，(1.7.2) 知 

PGE X Ç) _ expV(.s X5) a eE X š) 
HE x ¿) epV( XÇ) clu, Xt) 
— “(lz 
(ES 人) 
因而 Vš e X(4)， 由 (1.7.1) 及 比例 性 质 


ACE) m elit) 
IG x ¢) PE x g) 


— LXCA) X X(SNAD)L.# AAD X E) 
D rs x 6) 


ZET 


s% — a.e.( usu) 


= 1, — eelu) 
ene 


此 即 (1.8.4), 亦 即 we FV). 
反之 , 若 we 多 ,(V)、 则 由 (1.8.4) 知 Aeg, VE E X(A), 
BLEI) = fACE X E), Ú — a.e.( usa) 
而 由 (1.8.3),(1.8.2) 得 
Fí. x ¿) ane clu, X Ç) > AEZ ,£ € X(A), 
HE XE) dlug XE) 
GE XCSN\4) uE A. 
由 上 两 式 即 得 (1.7.2), 因 而 <€ 2 (9). 

(Gü) 设 pE RCD), D 为 排 它 速度 函数 的 相应 算 子 , 则 对 任 
AES, k€él0, 1, -+ |All), š XX(A), 5€X(S\A) 及 
u, € A w ° o, 由 (1.9.3),(1.9.2) 知 
(7.3) jG. os XE) _ PV lung X Z) 

RGE XE) exp V (ë X ¿) 
— u,v, £ Xt) 
c(u,zyae6Ëb X Ç) 
再 由 (1.7.3) 即 得 
BUEY X XINA) ler (SNA)) 
KG X Csu) 
一 Uant) X XOA A) ,, 
limni X (e)s) 
由 于 VEXA) YLEX) EHR EXE XG, 
故 由 上 式 ,(2.5), 比 例 性 质 及 条 件 期 望 的 平滑 性 知 
PUEL X X(S\A)| vy (5\4)) 
RE X Csu) 
— (Ë) X X(SNA)i. wy (SNA)) 
HE X Csa) 
— EXA) X X(SN4)I. (5\A)) 
> HE x Chu) 


下 EXKCA) 


Ix (C a) R — a.e, 
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于 是 VAEZ, Vr é X(A), 
I pl{8} X XCSNMD)1-erCSN\4)) 
= Hal X Csuda )a) 
= folë X Cou) p — a.e. 
即 we 多 -(Y). 
反之 , 若 BEGV) 则 由 (1.9.4),(7.3)( 注 意 (7.3) 的 成 立 只 
D elot AABT DA VA e S€, Vë e X(A), Viw,v}CA 有 
cu,v, £ X (*)sa)a(lë) X XCS\A) oy (5\A)) 
= c(u,e,Ë X (Jsu) X(*)su) 
= c(u, Vrime X Cf a lmg X Csa) 
= elh, Vaimo X Jsu del inë 
X X(SNA)|.eZ(SNA)) pC— a.e. 
故 由 命题 1.7(ii) 知 we R), DJ 


5 4 可 逆 测度 的 存在 与 有 势 性 


本 节 讨 论 正 自 旋 变 相 速 度 函 数 与 排 它 速度 函数 的 可 逆 测 度 萨 
存在 问题 。 对 于 前 者 得 到 了 较 完整 的 结论 , 即 可 逆 等 价 于 有 势 .对 
于 排 它 的 情形 ,证 明了 可 逆 测 度 必 存 在 ;反之 ， 若 有 正 可 逆 测 度 存 
在 , 则 它 有 势 , 从 而 正 可 逆 测 度 等 价 于 正 的 正则 Gibbs 态 。 

于 定理 ” 设 正 自 旋 变相 速度 函数 c(.，'):3 X X— (0, co; 
Vues, clu, *)€ CX), WJ Z(O) 兰 由 的 充分 与 必要 条 件 是 
cs) 有 势 ,其 中 8 为 由 定理 1.2.7 定义 的 算 子 9 的 闭 包 。 

证 。 充 分 性 由 定理 3.7(i) 及 定理 3.4(i) 即 得 。 今 往 证 必要 
性 。 

设 S (Q) = p, WHA —a € RO), WI) VA € SZ ,3k € X(A) 
使 S 


t1009 > 


0 < altel x AD = | eiD usul A), 


于 是 psu{t EX(S\A): pl(50l2)>>0}>>0， 故 3%EX(S\A) 
使 ulig) > 0 且 由 命题 1.7(i) 知 有 
(11) VšeX(A), Vu€ A, pgg Jelu, £ X TH) 
= pll) Cu, £ X EW), 
从 而 由 c(w,n) > 0, we S, n€ X, #l 
(1.2) VEE XCA), ws ) > 0 
成 立 。 由 (1.1),(1.2) 即 知 Yuve A, Vz € X(A) 有 
(13) c<(w,& X UU0)e(e,,s X CO)e(u, (8) 
x 0)el vs, X gW) 
= elv, EXC4)c(a E Xb)elv, (E) 
X ¿0)e(u,.8 X ZU). 

但 {E XTA: EEX), AES) 在 X 中 稠 , ve X, W (A,)C 
Si A,,1S, M na, X Ç — q, BE. VY{#,v1}CS，3mo 使 当 m> 
mo 时 ，Am 汪 {w,v}。 于 是 (1.3) 对 4 = Am, £ = w, RZ W 
由 elu, :), clu, +) 的 连续 性 知 (2.4.1) 成 立 ， 由 定理 2.4 A 
ee, e) 839. D 

2. 定理 ” 排 它 速 度 函数 必 可 逆 。 详 言 之 , 以 vn 分 别 表示 
在 点 0,0m 0, 1, = 0) 处 的 点 测度 〈 即 z((63) 一 (tl 
= 1,vo({0}) 一 wv.({1}) = 0), BJ ,是 任何 排 它 速度 函数 的 
可 逆 测 度 。 

WE iZ elst): S XS XX 一 (0, oo) 是 一 排 它 速 度 函 
数 ( 不 必 具 有 正 性 ), 则 Vfe CX), Vlu,e)]CS, u % v, 


XSA 


fetis v, Dinen) — fn) Ir dn) 
clus v, Oleum) 一 Ko)] = o, 


故 由 命题 1.6(ii) 知 me 家 (9)， 类 似 地 可 证 > € RAO 

3. 注 由 定理 2 知 排 它 速 度 函 数 有 可 逆 测 度 并 不 能 推出 有 
势 ， 这 说 明 自 旋 变 相 与 排 它 不 同 。 原 加 之 一 在 于 : 若 上 是 任 一 正 
自 旋 变 相 速 度 函数 的 可 逆 测 度 , 则 VA e SZ, VE € X(A) 有 

u (PD) 一 UEF X X(SNA) > 0. 
事实 上 ,由 定理 1 的 证 明 已 得 VA € SZ, 3 € X(A) 使 
psu{C:u(&012) > 0} > 0, 7 
再 由 (1.7.2) 可 得 VEE X(A), 有 usulla) > 0} >00. F 
是 即 得 ps{#} > 0。 而 对 排 它 过 程 ,总 存在 (如 v0) 不 具有 上 述 性 
质 的 可 逆 测 度 ， 为 此 我 们 引进 

4. 定 义 称 nk 到 2(X) 为 正 的 ,如 果 
(41) VA6€S, Vie xXx(A), pl{5})>0. 

以 PAX) 表示 一 切 正 概率 测度 的 集 ,类 似 地 用 2, (0) ERE 
可 逆 测 度 集 。 k 

由 注 3 知 对 自 旋 变相 过 程 来 说 ， 灾 ;+(27 一 ' 灾 (2), 而 排 它 过 
程 则 不 然 。 

5. 定理 ” 设 排 它 速 度 函数 c(*,*,*):S X S X X — [0, 0), 
c(u,e,n) > 0 当 且 仅 当 me em, Yuy € S,c(u, e, "jE CX). 
O 为 由 定理 1.2.11 定义 的 算 子 9 的 闭 包 。 车 RAD) wp; W 
cls es ADVE RO) 一 @,(xX)ft%,(V). 

证 。 由 假设 知 3ne 22,(9), BD (1.7.3) RLE YAE, 
Vke(0,1,--.,1Al), YE EXA) 有 

0 一 AS x X(SN4)) 


BUE? x XINA) Nf (SAD) dp 


p KAX X(S\A) 


从 而 
pln EXA) X X(SN43: 
PET 


UEN x X(SNA))1. Z (SNA))(n) > 01) > 0. 
于 是 VAEZ, Yke{0,1,- +, |A|} Intt e X, 3šc€ Xi(A) 使 
BAE X X(SNA)1.2Z(SNA)) (m) > 0, 而 由 (123) 知 
VEE XX(A), ViusvtCA (iü ¿u = (asa) 有 
clu, v, £ X C48)p({E} X XCS\A) ey (SNA) 
(5.1) . : 
= (u, smë X GARY p( {onE} 
X X(SNA)|.eZ/(SNA))(m n). 
故 由 n. >e n, > c(u,e,n) > 0 R V£ € X,(A) 有 
(5.2) AGE) x X(SNA)|. Z (S\A)) nS) > 0, 
当 £ € Xk(4)，x， v, wE A 两 两 不 同 , 且 Elu) = Elw), El) = 
Sw) 时 ， 由 (5.1), (5.2) 并 注意 到 omlag) = aa B] 
得 
clu, v, E X Ch), m, aa Ë X EH) ws Hs (wm 
(5.3) x gauw) = c(us1w,€ X Lh )e( ws v.a Ë 
x C4 ) ev us x gaw), i 
对 于 &€ X(A), u, e, € A 的 其 它 情形 ， 容 易 验证 (5.3) 也 成 
立 。 但 


U U X,(A) X 4g} 


在 X 中 稠 , 且 clu, v, ) € C,(X), 故 仿 定 理 1 的 证 明 可 知 (2.5.1) 
成 立 , 从 而 定理 2.5 知 COs) 有 势 ,再 由 定理 37(ii) 知 
RAD) 一 PANNAR) = @,(x)n%.(V): D 

6. 注 定理 2 还 可 以 一 般 化 , 即 只 要 有 一 等 价 类 X, 使 Q, (HE 

它 速 度 函 数 决定 的 场 ) 限 于 其 上 有 势 ， 则 可 由 这 一 块 上 的 关于 Q, 


的 配 称 列 出 发 构造 可 逆 测 度 。 ”我 们 将 有 关 结 果 留 作 习 题 (习题 
11,12)。 


$5 习题 与 补充 


1. 如 $1.4 所 设 , 试 证 : 
G) (1.4.1.4) RX, B Vie B(X) (X EAR Bx 可 测 函数 
类 ), 有 


fPG, +, aI € BOO; 
GD 着 pe .Z, WL Vie BCX) 有 
|( j P, °, dnia) Jelan) = ffdp; 


Gi) # pe S, PAUP AIRIA AE in Pan E X) 的 
分 布 , 即 - 


POES .PC alan), 


则 (1.1.6) 成 立 。 
提示 : < 


I= Ll, pl 一 mm dn) 


| Pts 一 ta-197n9-1» ANa)» 
An 


则 由 Gi), P 及 P， 的 定义 得 
P(t: € Aos nt: € Ao: ,Nt € A.) 


= [utan b+ tn, dno)l( m) 
= aCan) 2Co n, dadin) 
= Pm E Am, € Ars ` sm, € A.) 


2. 证 明 (1.3.5) 与 (1.3.3) 等 价 。 
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提示 : Vje B(X) 定义 
POA |G + da, 
则 由 (1.3.5) 可 写成 
(1.3.5) [Poean = | Pan, 
且 记 a= Lp AEOS IWERT 8 
È LPC — ENBE 一 可 Us — aE fal 
— tni )fn) -an 
反复 应 用 (1.3.5)( 归 纳 法 !) 可 证 它 等 于 
| PCr = OU PG, — o): APC 
一 af -1lde 
易 见 此 即 (1.3.3) 的 右 端 
3. 试 证 (1.6.1) WFE CX) 成 立 当 且 仅 当下 列 的 (3.1)、(3.2) 
有 一 成 立 。 
(3.1) VAES , Nu A, (1.6.1) 中 的 等 式 对 f= f, 成 立 。 
(3.2) VAES, YEE XAD (1.6.1) 中 的 等 式 对 f=ls,o 成 
立 。 其 中 f 的 定义 见 命题 6 的 证 明 。 


4. 试 证 : (1.6.2) Vfé C,(X) 成 立 当 且 仅 当 
VAES , Vu€ A, WoA, 


(4.1) fecu, v, “nd 


Ea Í clu, v, e Jigga weU A, 
5. 试 证 : 
G) 在 命题 7.1(i) 的 假设 下 ,(1.7.2) 等 价 于 
(5.1) Vue S. WEE [0, 1}. clu, E X G)alë lg) 
=G, (1 — $) X GaU — E10), Ú — a.e (asw) 
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(ü) 在 命题 7.2(ii) 的 假设 下 ,(1.7.3) 等 价 于 
V(s,e)Cs, Vš = (Elu), 5(v)}C{0, 1), 
Elu) +ECO) = 1, 
cuv sé X (Ysu DUUE} X XC{u,0))) 
of ({u,0})) 
= cu (un Js al cun} 
X X({u,0}) | {u,v})) aen 
6. (i) 如 果 函 数 V:X— R 满足 
(6.1) Vu € S$, AVC) = V(,(:)) — V € CX), 
则 称 了 为 自 旋 变 相连 续 势 ( 自 旋 变相 速度 函数 的 势 就 是 它 )。 呈 为 
自 旋 变相 连续 势 的 充 要 条 件 是 VAE S (3.1.1) 成 立 。 
GD WRM 了 :X -> R 满足 
(6.2) Vu,r€ S, Auoy = Vwn(*)) — V € CX), z 
则 称 了 为 排 它 连续 势 。 若 排 它 函 数 有 势 ， 则 它 的 势 是 排 它 连续 
势 。 7 为 排 它 连续 势 的 充 要 条 件 的 充分 与 必要 条 件 是 YAE Z, 
VkE {0, 1 JAI}, ERME Elk, A)E XA), (3.1.2) 成 
X, 
7, 设 V:X— R 为 自 旋 变相 连续 势 , 则 以 了 为 势 的 正 自 旋 变 
相 速 度 函 数 的 全 体 为 
{Ales ode YihiS X X— R, hlu, q) = hlu, m); 
Va € S, h(u, -)e 7" € C,(X)) 
8. 设 了 :X 一 R 为 排 它 连 续 势 ,， 则 以 了 为 势 的 全 体 正 排 它 速 
度 函数 作成 的 集 为 
hle, er 
h:SXSXX—>R, h(u,v,n) > 0 <> (x) < nle); . 
B(w.) = AX(u,v,.s.n);h(a,e,-)e 7 € C,(X), 
| “ vES š 
9. 设 “();3 X X —> R 是 任 一 正 自 族 变相 速度 函数 , 且 有 
roge 


(5.2) 


$ V. VAES. ZN 
O1) KDA >] (EV Cas X Os) — V(0)), 
BCA 


其 中 5 满足 
(9.2) 4 人 tue Siqa = 1124. 
则 下 列 诸 结论 成 立 : 
G) JU) 的 定义 是 合理 的 , 即 JA) 的 定义 与 ?的 选择 无 
关 。 
Gi) # A,€ SZ, MJ 
(9.3) Va) 一 ve) > IA). 


J 


Gii) # Wues, 211JCA)I < eo, MÜ Yne X # 


4. 


o9 ro=eæ{ X uco I/ E, 


-apf D ID JI w X rw),} 
ANA=$ vea 


ER: 为 证 〈i), 只 须 证 (9.1) 的 右 端 对 9 一 14 X Osu 及 任 
一 满足 (9.2) 的 的 值 相等 。(ii) 的 证 明 应 用 公式 
a o lA|>0, 

09 BED -f ap AES 
并 注意 1 一 L, X 90sw,。 至 于 (iii)， 先 仿照 证 明 (3.5.1) 的 方法 
往 证 (9.4) 对 满足 (9.2) 的 ?成立 。 再 应 用 (9.4) 的 两 边 都 是 ? 的 连 
续 函数 即 可 证 明 (9.4) Yne X RX. 

注 。(?.1) 所 定义 的 J/(4) BD C. 王 瑞 斯 顿 《 随 机 场 》 5 的 
伊 辛 模型 的 交互 作用 势 9 ( 见 该 书 中 译本 第 68 页 )。 

10. 设 OSSR 为 伊 辛 模型 的 交互 作用 势 , 且 满足 
(2.6.1), V;X— R 为 相应 的 势 ( 具 参 数 8)， 定 义 


-we 


0， 4 一 如 
IDSES 51(—1⁄6eC(4UA), AES, Á % #, 


ACSNA 


上 面 和 式 中 的 4e SZ, WE: 
(102)  @(A)= X KB), AEZ, AX Sp; 


BDA 


a03) —V(m) —V(0) = 8 ENA, AEF. 
ACh 


(10.1) 


注 。 (10.1) 一 (103) 说 明了 本 书 与 C. 蒲 瑞 斯 顿 4 随 机 场 ? 中 
的 伊 辛 模型 的 一 致 性 。 当 Odu} 一 0, z€ S 时 称 为 无 外 场 ， 用 
J(A) 表示 无 外 场 就 是 /(4) 满足 


(10.4) DIA) = 0, Vues, 
特别 若 5 一 Z24，@@ 为 平移 平 变 的 对 势 ， 即 当 14| 223 时 
D(A)=0, Dl{v, vt+u}) = @((0, u}), @Q(0))= @((0)) 


zeEZ O% u€ Z’, 则 J(4) 一 0, 33 |4| 23; B J(4) 平 
移 不 变 ,而 无 外 场 则 表述 为 


405) 2JQ0D+ X JAO, p = 0. 


提示 。 应 用 (9.5) 可 证 明 (10.2)。 为 证 (10.3), 令 
VAL D IA), AES, 
ACCA 


往 证 
A.V,(m) = —28 >; @(A)x,(m) 一 AV Ca) 


ddn 


11. 采 用 $2 的 记号 ， 设 Q. 是 由 一 排 它 速度 函数 决定 的 场 ， 
Q. 限于 X, 可 配 称 〈 即 Q, 弱 可 配 称 且 配 称 函 数 x(3)，9e X, sj 
和 ), 且 
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KA S) ila co, 
s > 4(m; A) 
VAe 8, 定义 


(AJAK CA 7) > 
2 G(r, 4A) 


则 we RCD) 反之 , 若 z€ RO), B p(X) > 0, MJ 0, IR 
X, 可 配 称 。 

12. G) 设 9. 限 于 X 有 势 , 则 v4e Z, 
(12.1) 44E X (ADsws X (A )sa): EEE X,(A)) 


X(N)A ke xQ). Dic D Ah TER. 


Gi) 设 (12.1) 的 配 称 分 布 为 mal), se XC) 记 


m (F)Š > ma (Ë), 
EE FUADS NX 


其 中 Fe 多 FUA )sa) 为 F 在 (Ai)sa 处 的 截 口 . 若 p€ @ (X) 
B HACS, A,tS 使 ma, > ao MU € RO) B. m (X,)= 
1, X, & X, 的 闭 包 。 : P 
Gi) # 8. 限于 X, 有 势 但 不 可 配 称 ， 则 Gi) 定义 的 py 且 有 
性 质 (a) ww(X) 一 0，(6) mr(XNX) = 1, 
13. 设 5 为 可 数 集 ， 
xë J, 2 < Iy.i < e. 


Vue 3S，Y。 赋 散 拓扑 ,X 赋 乘积 拓扑 , 称 X 上 的 函数 族 会 (fr: 
Ae $) 为 一 规范 ,如 果 它 满足 

(13.1) VAES, 0< (n). fre CX); 

(132) VA€%. n€ X D, Pw X nu) = 1, 


s€ xG 


(13.3) VAChe S, Vne X, 
f) =r 2) fo X mu). 


sexia) 


称 ne @(X) 为 规范 % 的 一 个 Gibbs 态 , 如 果 
(13.4) VAES, VEE X(A), pl({E}XX(S\A)IF (SNA)) 
= X (CJs) 2 一 0.2. 
的 一 切 Gibbs 态 作成 的 集 记 作 IO). + 
03.5) @(¿O(97)& (s€ @(X):VA€ S, WEE XINA), 


BEY x X(N) = | AE x Csuda |. 
VAES, 令 多 ,为 概率 测度 集 
faxe @(X):A€ S#, TE XISSA), 


é pal F)A 2) PG XE), Fe z} 


EEP 
其 中 Fi) = {E6 X(A):£ X L€ FY, WAOAE, 
(13.6) 多 ro) 会 ne P(X): HACS, A,1S, Ips Fs, 
使 a, > u}. 
试 仿照 定理 3.4(i) 证 法 往 证 
(13.7) FHS) = #(% ) — SLY) > $, 
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第 三 章 ”耦合 及 其 应 用 


耦合 技巧 在 无 穷 粒 子 马 氏 过 程 的 研究 中 是 一 个 很 重要 的 工 
具 。 本 章 将 首先 ($ 1) 介绍 两 个 构造 独 合 并 加 以 应 用 的 简单 例 
子 , 以 期 更 好 地 并 明 耦 合 的 构造 方法 及 应 用 的 想法 。$ 2 介绍 两 个 
自 旋 变 相 过 程 的 基本 耦合 及 存在 性 证 明 ， 以 及 对 过 程 保 序 性 的 应 
用 。$ 3 给 出 了 吸引 的 自 旋 变 相 过 程 遍 历 的 两 种 条 件 ; 并 将 它们 应 
用 于 接触 过 程 等 例子 ; 还 讨论 了 平移 不 变 的 情形 。$ 4 应 用 $ 3 的 
结果 讨论 有 势 且 吸引 的 自 旋 变 相 过 程 遍历 与 ”Gibbs 态 唯一 的 关 
系 ， 进 而 讨论 伊 辛 模型 的 相 变 问题 。 $ 5 介绍 了 一 种 将 一 般 自 旋 
变相 模型 转化 成 吸引 模型 的 方法 。 


$1 引言 及 简单 例子 


在 无 穷 粒 子 系统 的 研究 中 , 耦合 技巧 是 一 个 很 重要 的 工具 , È 
在 概率 论 的 其 它 领 域 (如 马尔 可 夫 链 ,随机 序 关 系 等 ) 也 有 应 用 .但 
对 初学 者 来 说 ， 无 穷 粒 子 系统 的 耦合 似乎 不 易 理 解 . 为 此 在 介绍 
无 穷 拉 子 系统 的 耦合 之 前 ， 先 介绍 几 个 构造 耦合 并 加 以 应 用 的 更 
简单 的 例子 。 其 目的 主要 是 帮助 理解 构造 耦合 的 想法 及 耦合 的 应 
用 。 

简单 说 来 ,耦合 就 是 要 在 同一 概率 空间 上 , 构造 出 两 个 或 更 多 
个 具有 给 定 特性 的 随机 过 程 (或 分 布 )。 读 者 很 自然 地 会 想到 : 如 
果 这 些 具 给 定 特性 的 过 程 已 经 单独 构造 出 来 ， 那 么 通过 构造 乘积 


Hle 


概率 空间 的 办 法 使 这 些 过 程 是 同一 乘积 概率 空间 上 的 过 程 。 这 就 
完成 了 一 种 耦合 。 这 种 耦合 虽然 有 它 的 用 处 下面 的 第 一 个 例子 
便 是 这 一 方面 的 )， 但 是 在 这 种 耦合 下 。 这 些 过 程 是 相互 独立 的 ， 
它们 之 间 的 联系 毕竟 相当 少 。 通 常 有 重要 作用 的 而 合 是 鸽 那些 被 
不 合 的 过 程 有 这 样 或 那 桩 的 非 平 凡 联系 。 例 如 被 看 合 的 过 程 尽量 
“接近 ”, 下 面 的 第 二 个 例子 便 是 属于 这 一 方面 的 。 

1. 设 是 实 随机 变量 ，f，g 是 实 直 线 上 的 两 个 有 界 不 降 函 
数 (因而 Borel 可 测 ), 从 相关 函数 的 合意 来 看 、f(%)，g(7) 的 要 
关 抵 应 该 是 非 负 的 ，( 即 所 谓 正 相 关 )。 但 是 仅 用 9 来 考虑 如 何 证 
明 它 ， 就 不 知 如 何 进行 。 然 而 如 果 考 起 两 个 独立 同 分 布 的 随机 变 
量 % 上 ， 则 证 明 就 变 得 十 分 简单 。 因为 此 时 由 f, g 的 单调 性 知 不 
论 《上 取 什么 值 ， 

j a) — Eel) — g) 

是 非 负 随 机 变量 ,于 是 由 -1, CAAA 30 
 0< EL — te)]le(n) — g(t)] 

一 ELf(oDg(D] + ELGE) 一 Ef Eg(S) 

— Ef($)Eg(n) 

= 2[E[f(m)g(n)] — Ef(n)Ez(n)] 

= 2cov(f(m), g(2)). 
于 是 问题 就 得 到 证 明 。 此 证 明 就 是 利用 了 将 两 个 同 分 布 的 随机 变 
量 用 乘积 测度 的 方法 耦合 在 同一 概率 空间 上 。 

将 以 上 推广 到 9 为 取 值 于 某 一 偏 序 空间 (不 是 实 直 线 ) 的 随机 
变量 的 情形 ,就 得 到 著名 的 FKG RER, CHERA GEED TB 
合 完成 的 ( 见 本 章 习题 )。 

2. 应 省 耦 合 的 另 一 例子 是 有 限 状 态 马 链 的 遍历 定理 。 设 
po) RARE S 上 离散 参数 马 链 的 转移 概率 ，po(x;z), 和 > 
1,-u, vE S, 是 它 的 《 步 转移 概率 : 凤 Plu, e) QPU z) 


(2.1) Pu, v)A D pu, w)plw, v) 


则 有 下 列 的 
3. 定 理 设 3m>1 使 
(3.1) s min p™lu, ç) > 0, 


则 Yuve S, 

(3.2) x(v) = limp (u,v) 

存在 ,而 且 rO) 与 “无 关 , 且 满足 

(33) — 21 plu, v) = xlv), 21 =) = 1, 


wes “rs 
即 马 链 (Plu, v); u, veS) 遍历 ， 而 x 会 (x(w):u€ $) 是 它 唯 
一 的 平稳 分 布 。 
此 定理 有 各 种 证 明 ,下 面 用 耘 合 技巧 来 证 明 。 
证 , 设 (Xa, Yn) n= 0,1,.… 是 sxS 上 的 马 链 , 它 按 下 
列 方式 演化 : (a) 直到 首次 X。 一 Y。 之 前 ，X。。Y。 独 立地 按 
转移 概率 Plu, v) 运行 ; (b) 在 首次 X。 = Yp, Zs Xo Y, 再 
不 分 开 , 按 同一 转移 概率 p(x,v) 一 道 运 行 。 等 价 地 说 ,(X,,Y。) 
的 转移 概率 是 
(34) Pu, v), (zx, y))@P'%”(X, = x, Y, = y) 
plu, x)plv, y), uv, 
人 Plu, x), u= e, x= y, 
0, u=, “x > y, 
BE (X,, Y,) 具有 下 列 两 个 重要 性 质 : 
G) X。，Y。 分 别 是 以 Plu, v) 为 转移 概率 的 马 链 , 即 (Xas 
Y,) 是 以 Plu, v) 为 转移 概率 的 两 个 马 链 的 耦合 。 
Gi) V(s,o)€ $ X S, 
(3.5) limP™"(X, =Y.) =], 
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证 由 (3.4) 容 易 算出 : Yu,v,x,yES 有 
了 Per(X =x, Y, = y) = plu, x), 


> Pan(X = z, Y, = y) = p(o, y); 


因此 G) 成 立 。 为 证 Gi), 令 
tAinf (k > 1: X, = Yah 


B (Xe Y,) 的 分 量 首次 相同 的 时 刻 ， 则 由 (3.4) 知 当 x 将 Yos 
(ao y) 6 $ 时 


Panor < m) — X Porr — k) 


k 


s= > Pew X, Se Y > Xr SE Y =o X, = Ya) 


= 


[I PCE I), Cimo ro) 


i 


- 
- > > ... > > 
kei ay, trayre =y» 
k 


[ pxis za PC yi, Yin) > 


i= TE 


se TI P(z;, Xia) POs Yiri) 


EmYm iek 


>55- > > 


k=l sy. staty ney 
bad be Em- Yme tnaa 
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1 
“下 it)plyis ya) 


i=0 
- > 51. 5E 
Mm ym woy. Sm "Ye, 


m-i 


` JI pxi, rp Yim) 


i=0 


= D px, z)ptm (yo z) 


>= 2)p™(y, z) = e, 


当 mm = y BF, Porr < m) = 1> s 故 得 
(3.6) Vr,y€S, P(r < m) > 8, P(t > m) < 1 — e, 
H (0) 知 当 X, Y, 时 , 则 YL < ”都 有 X, Y. 于 是 由 马 
氏 性 ,z 的 定义 及 (3.6) 知 Vk > 1, z,y€ S, 
PEDT > km) = P(X yn ¥ Yeu) 
= D PE X-on = u, Yom PN(r > m) 


<U — eP > (& — m) < < 1 et, 
从 而 
PEAX, = Ya) = PEE > n) < (1 e)l o, 
(n— œ), 
此 即 (3.5), 由 性 质 G) 
Plv) 一 pyw) = PEX, 
=v) — PY, — v)| 
(3.7) = P(X, =v, Y, `: s) 
— P (X, e e, Y, = ç)! 
LPA, = Y.) — 0 (n— co) 
由 于 


15e 


Ptole, v) = 2) pla, p(n, v) < max pi0(u, r), 


maxp'"(xz,v)\, min Pp'"《x,，v) 人 (nf)， 再 由 (3.7) 及 3 有 限 知 
max p™(z,v) — min p”'(x,v)— 0 (一 oo)， 


因而 Vues 
limp" (u, v) 一 lim maxp'(z,e) = im min p'”?(z, v) 


故 (3.2) 获 证 。(3.3) 由 (2.1) 并 令 k> o 即 得 . 口 


52 自 旋 变相 过 程 的 基本 砚 合 


本 节 首 先 说 明 两 个 自 旋 变 相 过 程 的 基本 看 合算 子 的 定义 方 
法 ,然后 再 证 明 它 们 的 基本 耦合 存在 ,导出 它 的 一 些 推论 。 

L itcilu, n), uE S, n€ X = {0,1}, i= 1, 2 是 两 个 自 旋 
变相 沥 度 函数 ，ci(4，、*)、u€ S$， 是 一 至 有 界 连续 函数 且 变 差 一 
致 可 和 “【〔 即 满足 定理 1.2.7 的 条 件 )。 于 是 与 之 相应 的 自 旋 变 相 过 
程 及 马 氏 半 群 (lna: 2201), (OP: nEX})，1{5;C#):t 之 0} 存 
在 。 现 在 要 构造 它们 的 一 个 耦合 ,使 它们 的 运行 尽 可 能 一 致 ,通常 
称 这 样 的 耦合 为 基本 耦合 。 参 考 1 的 第 二 个 例子 自然 想到 : 基本 
耦合 算 子 的 构造 可 以 这 样 直观 描述 。 若 在 时 刻 :之 0， 过 程 在 
z€ $ 处 的 坐标 mC) = nule), WENTE * 处 的 坐标 改变 独立 
地 按 原 定 速率 进行 : 若 mC) 一 m), WENE z 处 的 坐标 改 

` 变 应 尽 可 能 一 致 ,于 是 同时 改变 x 处 的 坐标 的 速率 应 该 是 
c (u, m) Nalt, m). 
而 单独 改变 * 处 的 坐标 的 速率 是 余下 的 速率 , 即 
cilu, n) — eilu, m)A (u, m).. 


这 样 , ET10086 33 2 就 应 该 是 CX x X) 上 如 下 定义 


sii6°* 


的 算 子 : 
(Sm D al Wan h) 


w: Cahen g) 


— fm» m)] I ' 
+ BD (u, m)lf(m, om) fn m)) 
Pe 
-~ + 3 ,之 司 Lelu, m) Neu, m) Cums. sm) 
(t.1) _ (mon 


+ > lam m) — e(u,m)]1t[f(mom) 


u:n (=s) 


a f(mo m)] 
+ D [¿(wu,m) — clus mI Oo om) 


wm ee) 


Š — mwm). 

(2) @(O) (J€ CX x X): MN < co) = @(X x X) 
其 中 [1+ 表 示 正 部 ， 川 由 按 (1.1.2.8) 定 义 , 不 过 此 时 XXX 理 
WR ((0,1F)5, PD 


WAWA D Au), 


Ala) = sup([|/(z, X aS), ü; X m(SNa)) 
— fO m)l: € S, G, G€ 10, 1}, ms mE X) 

设 9; 是 由 olun), “ES, n€ X， 按 (1.2.7.4) 定 义 的 算 子 ， 
M) Qi 一 1,2， 是 2 的 "边缘 " 算 子 , 即 

2. 引 理 it ge D(X), EHAR ie (1, 2), fo m) 一 
(m), MH 
(2.1) Õim» m) = Q.g(ni). 

证 。 若 ;一 1， 则 显然 1e @(X x X), (1.1) 右边 的 第 二 、 
五 两 项 等 于 0, fo m) 一 fp m) 一 Iams s) 一 fm m) 一 
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glam) — g(m) p$ 
ON) e 21. T, lelana] 


mna, oy oa 
+ > lelu, m) 一 clu, m)]* 


x (=n. 


+e, n) Nat mtean) = g] 
= D eu, Egan) — g(m)] = (gN). 


¿M.M 


# i = 1 的 情形 获 证 。 同 法 可 证 i 一 2 的 情形 。 口 
MERKEM 5.(2):: 220), i= 1, 2， 的 耦合 存在 。 即 
3. 定理 在 第 1 目的 假设 下 并 采用 该 处 的 记号 , 则 
G) 存在 一 个 唯一 的 Feller 马 氏 半 群 (S: :2 0) 以 6 的 
闭 包 否 为 光 劳 小 母 元 。、 
Gi) 给 定 ie (1,21, # fn， m) = z(a), ge CX), W 


(3.1) ` Su)f(m, m) 一 Selm): 

“证. 将 X x x 理解 为 〈({0，1P)5 :应 用 定理 12.5 e 

G). EX: 2 aS 
c(hA,n.) = 0, 4 IAI 22, n= mn, m)€ X X X; 
clia}, (m, m), 1) 


.eaus mh), mlu) °° nlu), G =la), 1—n(), 
clum), nhu) ° n(#),1;=(1—m(s),n(8)), 
(3.2) e(w,m)Ac/u,),  m(u)=ndu) g= a —ndu)), 
Lelyomredum)]lt, munu) =U alu) u), 
 [Ecdusm— elum), mu =ru) =u), 1m) 

0 RE, . 


no mE X, ÇELO, IF. 


则 筷 即 海 按 (1:22.6) 及 名 (06) 会 D(X x X) 定义 的 算 子 。 因 此 ， 


+ 682 


- -mum . 


wa 


要 证 (Sou > 0} 存在 唯一 ， 只 需 就 2 验证 条 件 〈1.2.3.1) 及 
(1.2.5.1) 满 足 。 为 此 先 对 (3.2) 定 义 的 c(A,(m.m),:) tibt ca R 
e (2). 

由 (3.2) 易 见 : 当 |A| 222 BF, c= 0; 当 A= fu) 时 ， 
(3.3) <o -sup, cut, (mo m), (0, 1P) < sup {eilus m) 


+ eu, n):mo mE XY 

还 有 当 |All 222 Bl, Vues, cslw) 一 0. 至 于 估计 cwl), 
v 关 w， 先 应 用 (3.2) 及 下 列 的 初等 不 等 式 

laAb— a Nhl <la — aj, 

laAb — oaNbl < la — a| + |b — b|, 

fa — b,]* — la, — b,]*1 < la — a|, 

Ila — blt — la — blt < |a, — a,| + |b, — b| 
估计 

D> ledu}, E X (Se), EH — eluh I 


Ç édo 
<3[lolu, m) — elu, n)| + eu, ,m) 
wS clu, m)l], 
其 中 a= (m, m) = OCG2: weE S}EXX X= (Qo, 1P, 
5€ {0,1},v æu, FEX ç X u 时 ,由 (1.2.4.1) 知 


GA) clr) = sup] D leleh E x ASAH 
Ç EW? 


— da), {ENNE E (0,106 (0, tp 
<S 3supf |eu, m) 一 cz) 十 |e,(u,,m) 
ag cau m) l:n = (məm) E X X X} 
< 3[A.....( r) + Ackew(z)]。 
于 是 由 第 1 目 对 olu, n) 的 假设 及 (3.3)、(3.4) 立 刻 知道 Ó 满足 
条 件 (1.2.3.1) 及 (1.2.5.1)。- 故 由 定理 1.2.5 G) 知 (i) 获 证 。 
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再 来 证 明 Gi): 给 定 ie (1,21, R fO, m) = gn), 
gE CCX). WH 2> 0 充分 小 ke 多 (D0;) 使 4 一 (1 一 20i)-g 
(关于 .9; 的 假设 及 定理 1.2.7 令 人 msz) 人 hz)， 则 易 见 še @ 
(Š) B Q¿G,m)= Dih) ( 引 理 2), 于 是 Vn, mE X, 

Inm) = g0) 一 (1 — 40h) = U — 10)2(m, m), 
(3.5) U = 40) (mI m) = Hmph) = hl) 

= (1 — 10;)-'g(%) 
w>0, 令 1 一 二 ， 则 当 = 充 分 大 时 ， 1 充分 小 以 致使 (3.5) 成 
立 。 应 用 (3.5) = 次 即 得 
Gé) (1-4 8) tm) = (1— + 0.) em) 


由 于 (3.6) 对 一 切 充分 大 的 ”成 立 ， 令 ”一 oo 由 (1.1.1.4) 即 得 
(3.1), D 

4 和 下面 考 虑 这 样 的 问题 : 在 X 一 {0,1}s 中 可 以 定义 偏 序 关 
系 : 
(4.1) m < m <> Vu € S, m (u) < m(a). 
设 {mos 之 0) 是 由 自由 旋 变 相 速 度 函数 lu, n) i 一 1,2 决定 
的 马 氏 过 程 , 并 且 已 按 基 本 耦合 将 它们 耦合 起 来 。 问 当 clun), 
i= 1,2 满足 什么 条 件 时 ， 可 以 使 此 两 过 程 一 直 保 持 上 顺序 。 即 设 
{P9:96E x), {Ben mp: Cs m)E Xx x) 分 别 是 过 程 m: > 0) 
及 耦合 过 程 (monu): > 0} 的 分 布 。 问 在 什么 条 件 下 ，vm < 
m WA 
(42) WÈ, Baim S mi) = 1. 
从 速度 函数 的 直观 意义 来 看 ,应 该 是 : Vn < n, m mé X， 必 定 
有 

(s, m) < clu, m) mlu) = nlu) = 0, 

0 a n) Za w) uu) = n) le 
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即 在 « 处 系统 “1” 的 粒子 生得 比 系统 “2” 慢 ， 和 而 死 得 比 系 统 “2" 快 . 
事实 上 ,有 下 列 的 

5. 定理 设 Vnom 6 X,m < n 条 件 (4.3) 满 足 ,; 则 Ym, me 
X,m < m, (4.2) 成 立 。 

WF. 令 FAm m):m < m 

CAt{fe D(X x X):1 > 0B.f/(F,) = {0}} 

V4 > 0 Ah, fE C， 由 (1.3.7.10) 知 ape D(X X X) 使 
GA) (一重 )-f 一 h, 因而 U — 16) = I. 
则 由 (1.3.2.2) 知 min AC) > min J(z), 从 而 4 之 0。 由 于 F, 为 


紧 空 间 X x X 的 闭 子 集 ,所 以 它 是 紧 集 ,因而 4 在 F, 上 达到 F. 
上 的 最 大 值 , 设 最 大 点 为 (第, 生 )， 若 能 证 明 


(5.2) Öhlin m) < 0， 
则 由 (5.1) 知 Ah H) < (ñ, à) 一 0. FEH 20 知 
(5.3) A(F.) = 101, MAN he c. 


# wi 20, MaRi E 一 4 充分 小 ,wfe C 有 


he 人 / 一 上 ) re C 


令 2 一 oo， 由 (1.1.1.4) 知 N 
(5.4) 1€ C = Š(pf€ C, ` V: > 0, 
由 (5.4) 容 易 证 明 (4.2) Yn <m RY. 事实 上 , ER {AEs 
A. ZS, WH m— o 时 ， 
(5.5) FA{(m, m) € X X X: mha) S mlu), uE An} NP, 
B fe =1— 1r, EC, 于 是 Vn Sm, (m,m)€ X X X,HH(5.4) 
知 ŠU Cnm) 一 0, 从 而 V: > 0, ` 
qa SSC), (mo m) 一 Peq, adC miom) € F.) 

令 m> BAUD. 

今 往 证 (5.2), 其 中 &(j a) = maxlñ(mo m): Cms mE F.) 


"ie. 


(ni) E Fo 分 三 种 情形 讨论 6h( 永 , 0) 的 各 项 。 

G) 和 (4) = alu), ETR (ño) E F, FH Go a) € Py 
Ë (ño Ma) E Fa， 从 而 Alais ñ) < (ño ñ), Ahs sñ) < 
hns ñ), TE hlo 0) 中 相应 的 项 不 大 于 零 。 

Gi) (a) = ñ(a) = 0, ERE (ñ, MEF, 导出 Go 
wa) E Fas (ño uha) E Fa. JAüü:5C(.36 (ñ) < AG. ñ), ACi 
i) < hio ñ), 于 是 DA PRR RRK FE E Gis 
ñ )€F., (ERI HCI BERA elu, ñ) < elu, ñ), FÆ 
Öh as ñ) 中 相应 的 项 

Leilu, m) 一 calu, ŢIA us ñ) 一 h ñ)1 = 0. 

Gii) alu) = alu) = 1, W Gi) 并 应 用 (4.3) 的 第 二 式 同样 
可 证 Dalh à) 中 相应 的 项 不 大 于 零 。 

总 结 〈i) 一 (iii) 即 得 (5.2), 故 定理 获 证 。 口 

6. 定 义 设 z, € @(X), i= 1,2, # wE @(X X X) Ë 
(6.1) VAE F, (À X X) = p(A), v(X X A) = mld), 
(6.2) 2(P?) = 1, Fð m):m,sm € X, m < m))> 
则 记 pn < pp 注意 此 时 并 不 知道 关系 “<” 有 传递 性 。 

定义 we @(X), OA DAL WA 
(6.3) Vz € P(X), w S u, #<< r, n< n, 

ERE, W p= X a, p = n X v, >€ @(X x X), 
y (mn): n€ 4}) 会 a( 4)， 则 按 定义 可 分 别 验 证 (6.3) 的 诸 式 成 
X. 

TRE 设 上 me PX), WJ 

G) <a> VACS, lAa) SpAY), AAE X: 

n(“) = 1,u€ A); 

Gi) w < H Yunes, w( Au) = mAn) > n = m; 

Gii) a <, ËB. m < u > m = za, 

证 。 设 x€ PCK X X) 满足 (6.1) 62) 则 -YA4AC3 ` 
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pAs) = *(( A, X XN F.) SVX X 4,) = pds), 
故 G) 获 证 。 若 lAn) 一 mC Aà). s€ S, MM 
v(m m): (u) = 0, m) = 1) = v(((mə minl) 
— 1)) — v(m) nlu) = mle) = 1}) 
= x(X X Au) — v (Aim X X)N F.) 
= (Ac) — ul Au) = 0, 
FE 


vliln): XH = > (Fw U (Gn): mu) 
y “es 
= 0, m0 =)—b 


故 

(A) = x((A x X) D ((n,n):n6 X)) 

= x(((m; n):n € AY) = pA A), VA€ Z, 

Mi Gi) 获 证 。 由 (iD Gi) 立 得 Gii) 

8. 命题 若 /{:X 一 RA( 一 00, co) 且 Vn, m€ X, n < n, 
有 J(m) <i), WE f # X FEABE. 

设 ma < u, no € P(X), f€ CX) 在 X 上 不 降 , 则 
(8.1) [a < [jam 

证 ,由 定义 6,awe P(X X X) 使 (6.1),(6.2) 成 立 , 于 是 


f makam) = | 00502 x dn) 
< | flm)v(dm X dm) 


区， j f(m) pa adm) O 


Æ 可 以 证 明 ( 见 [6, Ch. H. Theorem 2.4]: 若 pn, x € 
P(X), WE C,(X) EXER (DRZ N) p< pe。 
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由 此 结果 及 命题 8 即 知 关系 <” 有 传递 性 , 即 x, < pn, x< 
I => pn < ps 于 是 由 (6.3) 及 命题 7 MRR S 是 P(X) ER 
一 个 偏 序 关系 。 

BA: 若 MPEP(X), a< P, n€ Z,, ! = 1, 2, H 
Ba 使 pP => p, im, 2。 则 由 上 引 结果 易 知 wa < z, 

.定理 设 lun), “ES, n€ X, i 一 1,2 满足 (4.3) 及 第 
1 目的 假设 ，{S(o:z 之 0} 是 相应 的 半 群 。 则 
(91) WS m pE P(X) > V: > 0,S,(z) S asl). 
若 还 有 mi(D = a, i= 1,2, MJ š, < n. 

证 。 先 证 (9.1)。 设 m < 局 ， 则 由 定义 6 知 mwe P(X x 
X) 满足 (6.1),(6.2), 要 证 (9.1), 只 要 证 明 vG), mS), pS) 
分 别 代替 (6.1),(6.2) 中 v, o m 时 ,(6.1)，(6.2) 仍然 成 立 就 够 
了 。 

' 由 于 cr(w ,i 一 1,2， 满 足 (4.3), 所 以 由 定理 5 知 (4.2) 成 
立 。 于 是 按 (5.5) 定 义 Falp, ECX x X), 


ISONE.) = limvd NF) = lim (SCL, )dy 


62) mÍ, Plr, +, Fo)dv4.2) y(F) 


= 1,V: > 0, 
设 4 是 X 中 任 一 柱 集 , 则 AlE C,(X X X) E. fn m) 一 
lin). TEREA 3% V: 2 0 有 
vA x X) 一 EOZ 一 [SDI an 
= usA). 
由 单调 类 定理 知 上 式 Y4e 多 RYA, 即 msSi(z) E s 的 边 
缘分 布 。 同 法 可 证 aS 是 vS(z) 的 边缘 分 布 。 故 由 定义 6 知 
V: 22 0, WSK) < aS), BODRE. 
由 附录 引 理 3.8 知 3{zjCR+，nm 一 oo K s€ @ (X Xx X) 
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使 vlin) >p (n— co), VAE Z, # 
FAAC m):mom € X, mu) < mu), u € A}, 
44 全 EX: 一 1 uE A), 
则 由 附录 推论 3.7 知 
(F) = lim AE, 
由 FANAF*(41S) 知 5(F4) 一 1。 其 次 再 由 附录 引 理 3.9 知 
p( A, X X) = limsŠ(z,)(A, x X) 
lim pasi ( tn) (44) = n( A.) 
由 于 (AAE S} 是 一 x- 系 , 且 e(Az:A6€ SZ) 一 多 ， 所 以 由 
单调 类 定理 知 VAE Z , D(A X X) 一 于 (4)。 同 法 可 证 (X x 
A) 一 友 (4)， 由 定义 6 即 知 m < zD] 
注 定理 9 的 后 一 部 分 显然 还 可 以 将 条 件 mS) => p; 改作 
BSC) >a, 5 一 1， 2， 而 略 作 推 广 。 
10. 推论 在 定理 9 的 假设 下 ， 采 用 其 记号 车 (S0): > 0) 
遍历 于 vo 则 (SCO: > 0) FA. 
证 。 由 定理 9 命题 7 及 假设 知 Va € P(X), AES, AX ó 
0 < zS,u)(A,) S pS A) — vol A) = 0 
imus GAs) 一 limus GNX) = 1, 


于 是 由 附录 引 理 3.9 知 SG) => v. O 


853 吸引 模型 


本 节 将 前 节 结果 应 用 于 吸引 粒子 系统 。 首 先 给 出 
LEX 设 S 为 可 数 集 ，X 一 0.1, c(u,n), ue S,n€ X 
为 自 旋 变相 速度 函数 ,如 果 满 足 Yh < m, hs m € X, 
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ge m) Selu, m), mlu) = mlu) = 0, 
clu, m) eu, m), m(w) = mu) = 1, 
则 称 clun) 为 吸引 的 ,相应 的 粒子 系统 称 为 吸引 粒子 系统 ,如 果 
clu, n) 满足 定理 1.2.7 的 条 件 (BD clu,- ), we 3S， 一 致 有 界 过 
续 且 变 差 一 致 可 和 ) , 则 称 根 应 的 马尔 可 夫 过 程 、 马 氏 半 群 也 为 吸 
引 的 。 吸 引 粒 子 系统 包括 一 系列 重要 的 例子 。 

2 例 (a) 接触 模型 。 设 1220, plu, o) 为 S 上 的 一 个 转 


移 概率 矩阵 , 即 p(w,v) 22 0,u, v€ S, > plu, s) =1,u6S 


(1.1) s€ $, 


1 xG) = 1, 
CD “(w AY SE plu, odlo), nw) — 0, 


显然 它 满足 (1.1), 且 容易 验证 : 它 满足 定理 1.2.7 的 条 件 。 

(2) 伊 辛 模型 . 设 clw,n) 由 导言 的 (3.2) 定 义 , 其 中 的 交互 作 
HHO: SNo) 一 R+.( 注 意 此 处 与 导言 中 的 (3.2) 不 同 的 是 要 求 @ 
是 取 非 负 值 函 数 且 为 对 势 .显然 Vm,m € X, m < m, 当 m(u)= 
mls) = 0 时 ， 


一 Roa H (Qm (e) — 1) 


-8 D 9A) I (2m(v) — 1) 


4. 


SEEDA) [| a- 
Ado vt An 


= —8 JA) H (2m(9) — 1); 


当 nla) = mlu) 一 1 时 ， 
I -E EAA) JH Ca) — 1) 


4. 
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= 8 DAA) I (Gry) — 1) 


aan 


> —8 > 0A) [| Cmo) — 1) 


a3» vea 


故 由 定义 1 知 伊 辛 模型 是 吸引 的 ， 
(c) 选举 模型 . 设 X 一 {0,1}s, e> 0, {plu,v), u,ve S) 
为 S 上 的 一 个 转移 概率 矩阵 , 令 
Fpl, — n(e)), e) = 1, 


v 


(2.2) clu, n) 
“Sje D p(uso)n(o)，。 n) = 0, 


当 & = 1 了 时, 则 与 (1.2.10.1) 定 义 的 模型 一 致 , 当 * S< 1 时 ,有 时 称 
为 有 偏 选举 模型 ,容易 验证 它 满足 (1.1), 因而 是 吸引 模型 ,并 且 仿 
推论 1.2.10 可 证 与 (2.2) 相 应 的 过 程 存在 。 
(d) 多 数 选 举 模 型 。 设 S= Z’, 42 1, 0€ (0, 22), N C. 
S 为 包含 0 的 且 有 奇数 个 元 的 集 ， 
6，{|{oy:n(o) 天 01(x):oex 十 Vi > w, 
2.3) pja 
Ae 1—8, loin onla) ve ntn} 81, | 
其 中 IN!) 表示 N 的 元 数 ，4 十 NO le tu: € N}。 则 此 模型 称 


为 多 数 选举 模型 , 它 是 吸引 的 。 
事实 上, Vm Sm, ms mEX, 


vim(y) > nlu), ç€ ú+ N) 
ss æ m(s),v€s + N), mhu) = mlu) = 0, 
Dle,m(e) mW) vv Eu + N), mlu) = mlu) = 1, 
且 5< 1 一 6， 所 以 (2.3) 定 义 的 um) 满足 (1.1) ,因而 模型 是 
吸引 的 。 
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注 : 当 se (全 , 吕 时 , 则 多 数 选 举 模型 就 不 是 吸引 的 。 当 伊 


辛 模型 中 的 6 < 0 时 ,也 不 是 吸引 的 。 

3. 定理 ” 设 过 程 是 吸引 的 ,其 相应 马 氏 半 和 群 为 (SO: > 0}, 
则 下 列 结论 成 立 : 

Gi) V >s > 0, p35(s) S< nS), vS) < m5(s); 

Gi) Ype P, (X): > 0, v,SG2 < zSG2), pS) < vS); 

(ii) 3p,€ P(X), i= 0,1 使 当 * 一 co 时 ， 

VS> SG) 一 > p; 

(iv) 设 BE P(X), # BU,1C[0,co), r, Zo (Ë uS) > 

n(n—> co), WU 
h< Rn, F <s, Mil p < s; 

(v) VpE Z, b Su, n< 5; 

(vi) p RES. Hh 

Stpe Lip am + (1 — a), e€ (0, 1), ms 

mE Z => m = = n) 

为 .的 极点 集 ， 即 .中 不 能 表 成 其 它 元 的 真 凸 组 合 的 元 作成 的 
集 。 

证 。 证 明 的 思路 是 简单 的 。 即 nS), nS) 分 别 关于 “a 
WER TFE. 

首先 由 (1.6.3) 知 Va € Pl), w S n, aSr, BH EFI 
2.9 (& cilu, n)Aclu, n), i= 1, 2) BI Gi), H Gi) 知 v> 
s> 0, 

VSC) < WSU — JSG) = ASU — s)S(s)]= SO, 
同 法 可 证 (i) 的 另 一 式 。 

VAES, HRE 27G) 知 wSGD)C4D) 人 G 4), 于 是 
lim vSG 4,) 存在 。 由 附录 引 理 3.6 知 yo5(z) 34 * 一 co 时 弱 收 


伍 。 同 法 可 证 《证 ) 的 另 一 结论 。 由 (1.6.3) , 定理 2.9 RREA 
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iy) 成立, 着 ae. WL inas) — ns, 因而 由 (iv) MU). 


最 后 往 证 (vi): 

容易 证 明 ,，5;€ Z. W Im, mE, aC (0, 1) 使 
(3.1) D = ap + (1 — a)m, 
则 由 (v) 815 < ma, m # bo, 则 由 命题 (.7G) 知 34e 2 ， 
使 (44) < lA) (否则 VAES, D(A) 一 pm(A,)， 从 而 
b 一 m) 于 是 

D(A) 一 aP 41) + (1 — a) A.) < amA) 
ie a = a)a( A,). 

这 与 (3.1) 矛 盾 。 所 以 p= a, AE D= mm。 BD s€ .Z, A 
法 可 证 p € Z, O 

A.E 设 过 程 是 吸引 的 , 则 下 列 三 命题 等 价 : 

G) 过 程 遍历 ; 

Gi) . 红 为 单元 集 ; 

Gii) p= p, Hh p.s B08F83(üi) 确定 。 

证 。 由 过 程 遍历 的 定义 (定义 14.4) 知 O (ii), 由 定理 
3(vi) 知 Gi) = (iii). ， 

最 后 往 证 : (过) 二 > (G). # aes, WAE 3(v) Q 
o < u, a < b, = b (H Gii)1), Wa ñr El 2.7(iii) 知 a = Do, 
故 .7 为 单元 集 。 其 次 Va e P), 由 定理 3(ii) 及 命题 2.7(i) 
知 Y 2>0, Ae Z 有 

VSA) <S pSCD(44) < v,S(Ə(A,). 
令 上 一 oo 得 
bol As) < im usA) < limaS(0)( A) = p(A,), 

H Gü) 知 
(AJ) VA6€5S7. lmuaS(O(AO = D(A). 


T>e 


由 附录 引 理 3.9 知 uS pv, OE. D 
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o5. ØE 设 (p(w,e):u,e € S) 是 S 上 的 一 个 转移 概率 ,8,5 > 
0, 
B+ 21 plus vdo), nlu) = 0, 
(5.1) elu, n) = Š 
a+ D pu, v) — n(s)),n(0) = 1, 
显然 此 模型 是 吸引 的 。 而 且 当 8 一 5 0 时 ， 就 是 推论 1.2.10， 
定义 的 选举 模型 用 该 推论 的 证 法 可 以 证 明 过 程 存在 。 现 在 来 讨 
论 它 的 遍历 性 。 
任 给 定 we S， 令 fGn)en(a), 则 je ZX) R 
(5.2) (Oluda) = clu, n)(1 — 2n(z)). 
由 于 me .和 ,一 0, 1, 故 由 命题 1.4.2(i) 及 (5.2),(5.1) 即 得 ( 记 
AAi E X:n(u) = 1}) 
(53) o= | oras = {clus nDO — 2n(2))8(2m) 
= 8 — (P + ë)5,( A,) 
+ Dplu, UDCA.) — CA), 


= p — (6 + ó + DDCA) + D p, v)5(A,) 


i= 0,1 
令 g(w) 会 (4。) — PAu), e€ S, MRE 3(Civ) 知 
(5.4) 0<glu) <1, “Es. 
将 (5.3) 的 i 二 1 的 式 子 碱 去 i 二 0 的 式 子 即 得 
(5.5) Di plu, odelo) = gUB + 8 + 1), ues, 
今 往 证 : 8 + 5 > 0 时 过 程 遍历 ,为 此 先 证 : 
(5.6) B+ > 0=> (us) = 0, z€ S. 
令 gGsupg(w)， 则 由 (5.5) 知 zg 2 g(e)X8 + 6 + 1), TEES 
8(B 十 8 十 1), # P+ ó>0, 则 由 8 之 0 知 下 一 0 # (5.6) 
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成 立 。 于 是 Vues, DAs) = 3A), 再 由 定理 iv) 知 p < 
Po Wk fyEQ 2.7(ii) 知 p = p, AMAER 4 知 过 程 遍 历 。 

当 0> 0, 5 一 0 时 由 (5.0) 有 cls, 1)=0, Vu€ S， 于 是 
2 为 不 变 测度 (19fdw = (Qf) (1) 一 0), 故 由 上 面 结论 知 此 时 有 
(5.7) Va € @(X), pS > u, I = (v). 
当 8 一 0, 8> 0 时 , 同 法 可 证 : 
(5.8) Va € P(X), pS v,. I = (x). 

34 8 一 5 一 0 时 ,此 时 .YF Div, n}, HERR. 

6. 定 理 设 clu, n), w€ S, n€ X, 为 吸引 的 自 旋 变相 速 
度 函 数 , 且 满足 定理 1.2.7 的 条 件 ( 即 c(w,*)，u€ S， 连 续 一 致 有 
界 且 变 差 一 致 可 和 ), 且 > 是 它 的 不 变 测度 。 定义 一 族 自 旋 变 相 
速度 函数 le(u,n):2 > 0) 如 下 : 

¿c(u,n), nCu) = 0 

ED aoiu, a)r, 
则 有 一 临界 值 le [0,co] FE, E 1< % 时 ,相应 于 calus) 
的 过 程 遍历 , 当 4 > Lj, MET calus) 的 过 程 非 遍 历 。 

AR. VA 0， 容 易 证 明 相 应 于 clus) 的 过 程 存在 。 其 次 
ww 为 clus) 的 不 变 测度 当 且 仅 当 Vi€ ZCX), 


0 = | ajd», = 91(0), 


uES, n€ X. 


取 (m) = nlu) 即 得 c(u,9) 一 0， 反 之 若 c(w,9) = 0, we $, 
成 立 , 则 显然 有 0 一 81(9)。 故 Vl 220, w 是 cx(w，3) 的 不 变 
测度 。 

若 O<, < 4,， 则 由 c《w,n) 的 吸引 性 知 ci(w,n) 会 ca(w,7) 
i 一 1,2 ， 满 足 (2.4.3)。 藻 与 eXu,n) 相应 的 过 程 遍历 , 则 由 >o E: 
它 的 不 变 测度 知 遍历 于 ve 于 是 由 推论 2.10 知 与 ci(*, n) 相应 
的 过 程 也 遍历 于 v. 令 

ds = sup{à > 0; 与 cx(w n) 相应 的 过 程 遍历 }。 
Bie 


则 .共有 定理 所 要 求 的 性 质 ， 今 往 证 之 。 

# 4 过 和， 则 必 有 LE, L) 使 与 calung) 相应 的 过 程 
遍历 。 因 而 由 上 面 所 得 结果 知 与 ca《(w, n) 相应 的 过 程 遍 历 。 车 
和 > h, WR 1 BE X 815 calu, n) 相应 的 过 程 不 遍历 。 口 

7. 注 定理 对 于 一 系列 特殊 的 “(w，?) 提出 了 下 面 的 一 些 
问题 : O R L > 0?，(ii) 是 否 1 < co? (iii) 4 的 确切 值 
如 何 ? (iv) 当 2 = L 时 ， 过 程 是 否 遍历 ?注意 定理 2.9 提供 了 
一 种 手段 来 比较 两 族 单 参数 自 旋 变相 过 程 的 临界 值 。 当 其 中 一 族 
过 程 吸引 时 , 则 条 件 (2.4.3) 就 变 得 简单 一 些 , 此 时 只 需 考虑 

c (s, n) Scalu, n), n(n)=0 

OD yn a 
即 可 ,因为 例如 cu, n) 吸引 时 , 则 Ym S< n, m, m € X, 
j > m) Salum) < clum), mC) = (u) = 0, 
e (u, m) 2 c (s, m) > cu, m) m) 一 mu) = 1, 
BB (7.1) => (2.4.3). 而 (2.4.3) => (7.1) 显然 。 
8. 例 现在 我 们 来 讨论 一 些 例子 。 
' (i) 具 参 数 4 宇 0 的 接触 过 程 。 此 时 ealn) 由 (2.1) 定 义 ， 
D plu, valv), n(n) = 0, 
clu) = + * 
ls (u) = 1. 
由 于 ¿(w,0) 一 0,w€5， 故 vw 是 相应 于 c(u,n) 的 过 程 的 不 变 
测度 ;因而 由 定理 7 知 临界 值 4 存在 .下 面 应 用 定理 1.4.5 对 4 的 
下 界 作 一 估计 。 

由 (1.2.2.4) 及 (1.2.4.6) 知 此 时 
(8.1) Ea = inf {ca(u, n) + calu, m):u € S, m € X), 

由 定理 1.2.7 的 计算 此 时 


(8.2) M, = sup > Aciw ow )。 
wi h 
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于 是 
8, = inf fı +à > plu, v)n(v): g€ S, nex} = 1. 
Wwe uhh, 
和 n(w) = ls 
2p(u,w), n(n)—0 
故 Ana (w) = ¿p(u, w), 因而 M. = supl — plu, u)) 一 
4(1 一 inf p(w,w))。 因 此 由 定理 1.4.5 知 当 ML — inf plu,u)) <1 
时 ,过 程 遍历 。 这 就 说 明 对 接触 过 程 来 说 、 
4 (1— inf plu,u))™', 
如 果 考 虑 具 参 数 4 的 基本 接触 过 程 :因为 此 时 的 速度 函数 
1, nw) 1 
Gn j, S 0), o=o 


le,(u, wn) 一 calu. n) = { 


故 其 临界 值 
t 
¿> > 
Gi) RAA x > 0 的 选举 过 程 ， 此 时 速度 函数 由 (2.2) 定 义 ， 


E pls, vJ), n(#) = 0, 
(83) eu, n) = 1 — 
D e, Aae), nG = 1, 


由 于 e(w,0)=0, z€ S, vo 是 相应 于 clw,n) 的 过 程 的 不 变 测 度 ， 
所 以 由 定理 7 AERE * 存在 。 现 在 来 求 上 . 事实 上 Ye 20, 
都 有 cu, 0) = cu, 1) 一 0，xe3S。 于 是 由 命题 1.4.2 知 ta 
WCF., RED A 


K = 0, 
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WEE s= r 处 过 程 不 遍历 。 
现在 给 出 7 为 单元 集 的 另 一 条 件 。 
LEL 设 [A CF, A/S, Vu € S, 一 0:1:2 过 1, 定 


义 
GD wex: HS {MM mp etum), 
i, UEAn, x 
clu, n), x€ A,, 
(9.2) cu, n) A0, udn, nlu) = i, 


M(u) utAn, nlu) >= i, 


模型 un) 可 以 想像 为 由 原来 的 系统 按 下 列 方式 而 得 到 : G) 
在 4。 外 各 位 置 的 状态 只 要 一 经 达到 i 就 停留 在 i， 即 i 为 吸收 
A Gi) 在 4 内 每 一 位 置 上 坐标 改变 的 速率 ， 按 4。 外 的 坐标 
都 冻结 在 i 来 改变 ; Gii) 在 A, 外 各 位 置 的 坐标 如 果 不 在 i, 它 就 
以 尽 可 能 大 的 速度 M(w) 转 到 i 实际 上 在 多 数 情 形 下 , 一 开始 
就 让 系统 在 A, 处 各 位 置 的 状态 都 处 于 i:， 所 以 速率 M(w) 是 没 
有 多 大 关系 的 。 这 样 与 u,n), (u,n) 相应 的 过 程 实质 上 
是 有 限 系统 ,它们 的 不 变 测 度 较 易 研 究 ;而 且 当 ”= 一 co 时 它们 分 别 
从 下 面 和 从 上 面 有 逼近 原来 与 ¿(u,u) 相应 的 系统 ， 从 而 有 利于 分 
析 原 来 过 程 的 不 变 测度 ,下 面 将 分 几 条 引 理 将 这 些 明确 表达 出 来 . 
然后 给 出 Z 为 单元 素 及 原来 过 程 遍历 的 条 件 ， 

10. 引 理 设 clu, +), we3 为 X 上 的 一 致 有 界 连续 函数 族 
且 变 差 一 致 可 和 。 设 92,29) SIH ielu, Jine Sh {i lu. 
+): € S) 按 (1.2.7.2) 在 AX) 上 定义 的 算 子 ;1{5Q):z 之 0}， 
LeO: 之 0} 分 别 为 以 A, 0" 为 无 穷 小 母 元 的 马 氏 半 群 。 则 
对 [0,oo) 的 任何 紧 子 集 玉 及 fe C,(X), i 一 0,1 都 有 
(10.1) sup ISe — SC — 0 (n — co). 


证 。 由 关于 tc(w，'):weS} 的 假设 及 o,a) 的 定义 易 
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UcPu, Jine S) 也 是 X 上 的 一 致 有 界 连续 函数 族 且 变 差 一 臻 
可 和 。 于 是 SOn 0), (S: 过 0} 存在 。 由 (9.1), (9.2) 
知 对 任意 给 定 的 ues, ie {0, 1} 
lelas.) — eu, = sup Lelun) — cfu, n| > 0 
(n — œ), 
于 是 Vje D(X), HERRAZ 
(102) _ lor— BPA D helu, ) — ilu DNA 


一 0 (n— co) 
故 由 推论 1.2.6 知 定理 的 结论 成 立 。 口 
11. 引 理 设 c(u,n) 为 吸引 速度 函数 , 则 Vie {0, 1}，, n > 
1, (u,n) 也 是 吸引 速度 函数 。 而 且 具 有 下 列 性 质 : Ym < m, 
mimeX, 有 ` 


(11.1) e m) < eftu, m), mK) = mlu) = 0, 
` cu, m) etd, m), m(u) = m(u) = 1, 
(11.2) cfu, m) < (us m), mu) = mlu) = 0, 
` lna, m) >u, m), m) = mlu) = 1, 
cilu, m) Selu, m), mlU) = mlu) = 0, 
ge E e EA 
clu, m) S ¿(u, n), mlu) = mlu) = 0, 
A be aa r ana dl 


证 。 按 照 定义 9 的 (9.1),(9.2) 逐 条 验证 即 得 所 列 结论 。 作 为 
例子 ,我 们 验证 Cun) 的 吸引 福 。 给 定 #* 宇 1 设 m < m, m 
MmEX, mlu) = mlu) = 0 H w€ A, BF, qilu) = ilu) = 0, 
m < x, TPE 

ciu, m) 一 e Cu, qa) = clu, ni) — elu, ni) < 0, 
当 nés, 时 ， 
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Siu, m) — cj" (um) 
i | s. i= 0(=m(s⁄) = m()), 
M(x#) — M(u) = 0_ i= 0(=m(x) = m(s)). 
同样 可 验证 : Vm < m, m,m € X, nu) = mlu) = 1, # 
efu, m) 2 ci” (s ,m). 
于 是 证 明了 cu, n) 的 吸引 性 。 

12. 定 理 设 c(w,*), z€ S$, 是 X 上 一 致 有 界 的 连续 函数 族 
HŽ- KEA, eu,n) 为 吸引 的 ,vi;, D eCe), im 0,1, 
n>1 分 别 如 定理 3 及 定义 9 定义 , (SG): 22 0), (SV): 20) 
分 别 是 与 c(u,n), (u,n) 相应 的 过 程 , 则 

G) IOE FO ))CDP(X) 使 255) a, im 

0,1, :— oo; 

Gi) BS tD, DD ED EN, Mt < s, 

al; 

(iii) ao => 7, i= 0,1, n— co, 

从 而 有 

Gv) 与 c(w,n) 相应 的 过 程 遍历 的 充 要 条 件 是 

(12.1) lim p" 一 limpi” 


上 式 中 的 极限 为 测度 弱 收 敛 极限 。 

证 。 由 引 理 10 S): ¿220) 存在 且 由 引 理 11 知 它 
骸 引 ， 故 由 定理 3 知 (i) 成 立 。 其 次 由 引 理 11 知 Au, n), 
ctun) 满足 (2.4.3) 的 条 件 , 故 由 定理 2.9 知 

m < B+, 
同 理 分 别 考 虚 tun) 与 eu, n), c(u,n) 与 eftu), 
ct9(w,n) 与 eu,n), MASIA 11 及 定理 2.9 即 知 (ii) 成 立 。 
VAES , Q 4A{neE X:n(u) = 1,u€ A}, 则 由 (i) 知 
(122) WA) S RPA) < PA) <S PA) 
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S pA) < RA) 
于 是 
im 到 44)， lim 直 "7( 40) 
存在 ,因而 由 附录 引 理 3.9 知 3z,5e PX) 使 
(12.3) w= u, J” =p, 
由 (12.2) 及 (12.3) 得 
(12.4) VAE %, (A1) SPLA) ED(A) < p(A,). 
另 一 方面 ,由 于 p .Z(49(-, -)), 故 由 命题 1.4.2 知 
vje P(X), 


|fiorae| <|Í Qjdv 一 [oas 


+ |j ce — QI) dn 
令 "一 oo， 由 (10.2) 及 (12.3) 立 即 可 知 上 式 右 端 趋 于 0, 因而 
| Qfdv = 0, 

由 命题 1.4.2 知 pe .7 (c(*,* ))。 于 是 由 定理 3(v) 知 5 < x. A 
而 由 命题 2.7 知 Ve SZ, DA) <A), 再 由 命题 2.7(ii) 知 
p= y， 同 法 可 证 pi 一 p. #& Gii) RIE. H Gii) 及 定理 4 知 
(SG): 二 0} 遍历 当 且 仅 当 (12.1) 成 立 。 口 

最 后 讨论 平移 不 变 的 情形 。 

13. 定 义 设 S= Z4, d> 1. Vu€ S, WEN Ta; Z4 一 Z“ 
如 下 : 
(13.1) TA(v)Av+u, v€ Z. 
以 下 称 Ts 是 Z EBE, Vu, veZ, SEX T., T, 的 
乘法 如 下 : 
(13.2) T, ToTu- T, (w) = TATAw)) = w+ ç + u, 

“€ Z“, 
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记 Z“ 的 恒 等 变 换 为 1, 由 (13.1) ,(13.2) 显 然 有 

(13.3) T,= 1, T,-T,=T,- T, = Tup, u, e€ Z“, 

BD {T.:xe Z4} 对 (13.2) 定义 的 乘法 作成 一 个 可 换 群 ,T。 的 逆 
T =T uE Z’, Yuc Z4， 由 下 。 可 诱导 出 X 一 {0, 1}2 上 

的 一 个 变换 T,:X— X 如 下 : 

(13.4) Vn€ X, TA(n)(v IAN THI)) = nlo — u), veZ’, 

即 Tulan) = noT;'. 则 Ts 是 X 到 XX 上 的 一 一 上 映射 ( 即 X 上 的 双 

AD. TE (T,.:e € ZY 作为 X 上 的 变换 集 仍然 满足 (13.3) ,因为 

(T, ` T ,)(m) = ne(T, T = noT aho = Tupla). 

再 Vue @(X),u € Z’, 定义 1 会 koTa 而 

(13.5) VFE ZF, (T.a)XF)&(To'(F)), 

而 称 

(13.6) PAX) = (z€ @(X):T,n = p, uE Z4Y 

的 元 为 X 上 的 Z* 平移 不 变 概率 。 由 T., <€ Z4 还 可 诱导 出 

¿e(e,n) 的 变换 及 Zi 平移 不 变 的 概念 如 下 : 

(13.7) Tuc(v,n)Ac(TH(), TH)), ve Z4, n€ X. 

若 cwsg) Vuc Z4 都 满足 

(13.8) Vve Z4, n€ X, Tec(v, n) = clo, n), 

则 称 速度 函数 Z 平移 不 变 . 

14. 解释 及 例 上 面 的 定义 是 很 形式 的 ,这 样 做 对 数学 严格 性 
是 有 好 处 的 。 另 一 方面 这 些 定义 有 很 直观 的 背景 ， 而 且 有 实际 意 
义 , 下 面 对 此 作 些 解 释 并 举例 说 明 。 从 实际 来 说 ,2 人 ne {0 1)“ 
分 别 是 晶体 的 粒子 位 置 及 粒子 系统 的 组 态 的 抽象 ， 但 是 随 着 这 种 
抽象 却 使 晶体 固定 在 Z“ 的 坐标 上 ，, 而 晶体 本 身 应 该 是 不 随 Z* 的 
坐标 的 选择 改变 的 。 为 了 训 服 这 个 矛盾 ,引进 Z, 的 平移 变换 T,, 
于 是 晶体 的 位 置 集 有 了 新 的 表示 ,而 在 新 的 位 置 集 表示 下 ,晶体 的 
组 态 的 新 表示 就 应 该 是 T.(n) 一 ?7 同样 作为 晶体 的 组 态 的 
改变 (概率 ) 速 度 ¿(u,n) 也 应 不 随 位 置 集 表 示 的 改变 而 改变 ,而 
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它 在 位 置 的 新 表示 下 应 该 是 由 〈13.7) 来 规定 的 。 所 以 速度 函数 
clun) 2 平移 不 变 的 定义 就 是 根据 这 个 要 求 给 出 的 。 至 于 Tua 
的 定义 (13.5) 则 是 为 了 与 随机 变量 (元 ) 的 分 布 的 一 致 而 引 和 的. 

按照 基本 接 角 模 型 及 紧邻 伊 六 模型 的 直观 背景 ， 它 们 的 速度 
函数 应 该 是 Z° 平移 不 变 的 ,作为 例子 ,我 们 来 加 以 验证 。 

例 (i) 紧邻 伊 辛 模型 的 速度 函数 

etu) = f- D Cam) Da) — D 


Z* PEBRE BRE, Vu, veZ‘, n€ X 有 
T,.c(e,n) = cv — #,T;`(m)) 
~ opl-s D Tw- 


wiwo nje 


= DOT) — D} 


一 ep|-4 D ao) Dnw +) 1} 


= c(v,1) 

故 紧邻 伊 辛 模型 Z4 平移 不 变 。 至 于 一 般 的 伊 辛 模型 , 则 当 5 一 
Z"， 交 互 作用 势 8 为 Z+ 平移 不 变 , 即 VA e 2 \td}j，9(4 十 
u) 一 0(T.(A)) = DA) 对 任何 we Z< 成 立 (其 中 4 十 aÓ 
{v+ uve A} 一 T.(A)) 时 , 伊 辛 模型 Zí 平移 不 变 。 读 者 可 自 
行 验证 。 

例 Gi). 设 例 2(a) 中 的 S= Zt, 220, plu, v)= 
plv 一 u), 则 由 (2.2.1) 定 义 的 接触 模型 的 速度 函数 是 Z° 平移 不 
变 的。 事实 上 ,Vu,v€ Zt; n€ X, 
Tuc(v,n) = clv — z,T;'(n)) 

1; (T;")(e — u) = 1, 


=a D pw — (e uT) w), (Ta) — u)=0, 


$; : (2) 一 1， 
Th Dp) w), nv) = 0,[ T m), 


因而 基本 接触 模型 的 速度 函数 是 Z: 平移 不 变 的 。 

例 (iii) 设 例 2(c) 中 的 S= Z4, plu, e) = p(v — u), W 
由 (2.2.2) 定 义 的 选举 模型 的 速度 函数 是 Z: 平移 不 变 的 。 读者 可 
自行 验证 。 

15. 引 理 若 c(w,n), we Z°, n€ X 是 Z° 平移 不 变 的 ， 则 
Vu, ç € Z°, # 
(15.1) Ve Za, nlu + t) = t(e + w) => clu, n) 

= c(v,%), 

反之 ,着 Wez 有 
(152) Ve Zš4, nw) = ¿(e + w) => c(0,n) = c(v, Ú), 
则 ¿(w,n), uE Z’, n€ X 是 Z4 平移 不 变 的 。 

证 , 设 ¿(u,n) 是 Z 平移 不 变 的 , 则 Vu, ve Z“, 

c(u, n) = T.-.c(u,n) = eTat,(u), Te,(n)) 
= (s, T;1.,(m)). 
而 “Vwe Zt, (ut oe) = (e + e)” BD T= k, A 
(15.1) 成 立 。 反 之, 设 Vve Z“, (15.2) 成 立 , 易 见 (15.2) 等 价 于 
ely, ġ) = c(0,T7'%), 于 是 Vu,v€ Z’, n€ X, 
Tac(v,n) = cv — u, Ta'n) = c(0,To:,(To™m)) 
= c(0, T;'n) = clv, n). 

故 c(v,nm), vE Zf, n€ X, f: ZL 平移 不 变 的 。 口 

16. 定理 设 c(u,n),u € Z4,n€ X E Z’ FERE RSI 
自 旋 速度 函数 。 若 .fF 2 (X) 为 单元 集 , 则 .9 亦 然 ， 因而 过 
程 遍历 。 

WE. 1° 首先 注意 : 若 能 证 明 
(16.1) YE>0 i= 0,11, vSG)€ PAX) 


+e 


则 定理 获 证 ,事实 上 若 (16.1) 成 立 , 则 Vz2>20,VF 为 柱 集 , Vue Z4 
有 
DSF) = x,S(O(T;'(F)), 

而 T;'(F) 仍 为 柱 集 , 故 在 上 式 中 令 £ 一 co 即 得 

p (F) = #(T;'(F)) = (Ts) (F), i=0, 1, w€ Z2 
由 单调 类 定理 即 知 上 式 VF e 多 RU. W D = TaD, w€ Z“, 
1 一 0，1， 即 EPX), KM selZ0%2(X) TEH 
“0 2@,(X) 为 单元 集 , 则 r= 款 ， 从 而 由 定理 4 知 .9 为 单元 
集 ， 过 程 遍历 。 

2° 为 了 证 明 (16.1) , 先 证 明 
(162) Vue€ Z“, jE C,(X), SAJT u = SCDCfoT。)。 
为 此 先 证 明 
(16.3) Vue Z‘, fe D(X), QfoT, = Q(foT,). 

容易 验证 : Vu, ve Zt, nE X, Talon) = +. (Tn). TE: 


aT) = DY ew mf Tn)) — f(T,Q))1 


v 


= D, T;v(e,n)[/(...(T.n)) — CT) 
= D, olut v, Taas kT) — F(T)] 


= Deo, TT an)) — {Tun)1 


= (QJ)(T.,n) = (QHT) 
进而 由 口 的 定义 有 
(16.4) Wue Z’, fe Z(O), (Qf) oT, = 0(foT,), 
由 于 V4 > 0 Zah, U—10) 存在 ， 于 是 按照 多 次 用 过 的 
手法 得 知 W0, n>1 充分 大 , t€ Cs(X) 有 
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e-o" ayer 
令 — co, 即 得 (16.2)。 
3。 最 后 证 明 (16.1) .事实 上 由 单调 类 定理 知 wSCO)e PAX) 
等 价 于 VFe Z EE, uez 
DSE) 一 v,S(OCT2CP)). 
但 当下 为 柱 集 时 ，Jze Cs(X), 于 是 由 (16.2) 知 
PSAP) 一 aaws(D = [sayna 
_ Pakaq 一 外 
GOWA), i=1 
_ ponte, y 
SOLT.1)), i=1 
2 ponorenia; 01 
GOUT., = 1 
= [SOUT av = | GroT ACSO 


= v,SGOC((a: Tun € F}) = vSGAT ECE )). 
故 (16.1) 成 立 , 因 而 定理 获 证 。 口 


$4 有 势 自 旋 变相 过 程 与 伊 辛 模型 的 相 变 


本 节 将 应 用 上 一 节 结果 首先 讨论 当 自 旋 变 相 过 程 的 速度 函数 
是 吸引 而 且 有 势 (交互 作用 势 为 取 非 负 值 的 对 势 的 伊 辛 模型 便 满 
足 此 要 求 ) 时 ,遍历 性 与 .Gibbs 态 唯 一 的 关系 ,进一步 讨论 伊 辛 模 
型 的 相 变 的 一 些 问 题 . 

1. 定理 ” 设 正 速度 函数 (u, 1) AMERI, (m `), 
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we S， 连 续 、 一 致 有 界 且 变 差 一 致 可 和 。Y4e SZ ,定义 
cuni), s€ A, 
cu DESY 0 uEA, nlu) = i, i= 0,1 
a| M(u), uA, n) =i, 
mG) pe z€ A, 


与 cYe(u,n) 相应 的 马尔 可 夫 半 群 记 作 {SU > 01, Ml 
(1.2) SE) => ae ISI D ps (一 co) 
其 中 nao, maa 如 定义 2.3.3。 
(1.3) p € @(V) i=0,1, 从 而 Vsa e @(V), x<, x < 
ba 
(1.4) Ig@(V)| > 1 x = s> Em. 
此 处 的 (w) 即 第 二 章 的 FV). 
证 G) 设 Y(?)，?eX， 是 elun) 的 一 个 势 ， 则 由 定义 
2.3.3 及 定义 2.1.8 知 Wg € X($SNA), 


pax(F)= 21 exp{V(E X KH(AL), FEF, 


WE S, M(u) = sup c(u,n), 
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其 中 
K(A,5) = J, exp{V(w X U). 


w EX(A) 


于 是 Vfe C,(X), 3“ € 4 时 ， 


J si DIGN) 一 Hr) lesol dn) 


(1.5) = D) co(os XOLE) x 6) 


LEXA 


— IE x 6)]z,, (£ X 0) 


一 > el(u, X 0)expl|V(ë X ODIE) x 0) 


texa) 


443 ° 


— f(E x 0)] ` K''(A,0) = 0 
其 中 最 后 一 步 用 到 VO) 是 clun) 的 势 即 
c(u,ë X 0)expV (ë X 0) = c(u,,£ Xb)expF( Xx 0). 
34 ucs 时 , 由 (1.1) 知 coo(x，5 X 0) = 0, Vš é X(A)， 于 是 由 
(1.5) 的 第 一 步 计 算 知 


(6) fetu, DUGD — aola) = 0 


由 (1.5) 知 (1.6) Vue S 成 立 , 由 命题 2.1.6 知 pue 是 关于 c., 
n) 的 可 逆 测 度 , 因 而 是 关于 (n) 的 不 变 测度 ( 注 2.1.2)， 即 
(1.7) paos) = ua, 

为 了 证 明 (1.2) 的 第 一 式 , 先 证 明 ; HU 限于 XA) x 40) 
是 一 个 以 X(4) Xx (01 为 状态 空间 的 不 可 约 马 链 。 具体 地 说 , 定 
X X(A) X 461 上 的 2 和 矩阵 

= (g(a X 0, E X 0):m, Ú € X(A)) 

如 下 :- 2 
c, (u,n X 0), £ = ,m, w€ A, 
0, RE š > x š,n€ X(A) 


q x 0,5 x aaf 


gn X 8, n x 9) 会 一 2 Pn x 0), 
“EA 


显然 O” 是 一 不 可 约 保守 2 和 矩阵 设 它 所 决定 的 (唯一 ) 马 链 的 转 
移 函 数 为 We, n X 6，5 X 0), : 2 0,m, š € XC4)， 则 可 证 : 
Vje CX) 有 


(18) SAXO = > aG, a XO, EX 0)1G x 0) 


EEX) 


EXE, Vfe C,(X), n€ XCA), BODA 
APH x 0) — 2; ilu n X OLG X 0)) 
“ES 


一 fa x 0)] 


eite 


= 5) Aela X 8, X 0) [f(a(n X 0)) — 1( x 8)) 


= (QPI x Oa) 
于 是 V: > 0, § 


ASAD Ch x 0) = (GS Cn x 8) 


t 
= (QS X 6))C) 
又 由 Pa X 0,£ x 0) 满足 向 后 方程 知 
di > A,n X 0,5 x OE x 0)] 
t€ X(A. 
dt 
=o ( 51 G (+ ) x 0,8 


REXIN 
x DICE x 0) )() 


故 由 89- 过 程 的 唯一 性 知 (1.8) 成 立 . 

今 由 (1.8) 往 证 (1.2) 成 立 。 由 wise 限于 XA) x {0} 是 一 概 
率 测度 及 (1.7) 易 知 uolia X 01), n€ XCA), Ë Wn X 6， 
£ X 6) 的 不 变 测 度 , 这 是 因为 vfe C,(X), :2 0 有 


D KE x 0)a,a(lE x 0}) 


REXA 


= [jan s ELOLA 
= DB) (SHa X O)usolln X 0} 
1 EXC, 


Ga > (ë x 0) 


《EXCA) 


- [| 22 aada x D, nx 0, E x 0) ]. 


EXCA) 


而 pG, X 695 x 0) 是 有 限 状态 的 不 可 约 马 链 , 因而 遍历 , 故 
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PPG, n X 6, r X 0) Ya (E x 0}), Vn, EEX) 
于 是 Vie C,(X) 
Jesse) 一 SOA 
UL D, pG, 0,: x OE X O) 


pex 


— D f(§ x 0)z.. (AS X 0)) 


text 


= [ue 


i 


故 (1.2) 的 第 一 式 获 证 、 同 法 可 证 (1.2) 的 第 二 式 。 
Gi) ÆR (ACS, Ant $, clu, n), SPE 分 别 是 
定理 3.12 中 的 cun), SO. FEBRUA 
(1.9) lanw = Ds Bapa 一 P, 
由 此 及 定理 3.12(iii) 知 
(1.10) Pano > Dos Papa > D (n — co) 
再 由 定义 2.3.3 及 定理 2.3.4 知 p, € 多 , 一 %(V). 由 于 多 (了 ) 一 
(DO)C.Z(9)【〈 定 理 2.3.7), 从 而 由 定理 3.3 (iv) 知 YuE FUV) 
# s < 及 p 所 吉 .最 后 由 (1.3) 及 定理 3.4 知 (1.4) 成 立 , O 
2. 推 论 (i) ulu, n), i= 1，2， 是 有 相同 势 的 速度 函 
数 , 则 它们 的 Gibbs 态 集 相同 。 进 一 步 设 它们 都 是 吸引 的 且 相 应 
的 自 旋 变 相 过 程 存在 , 则 它们 同时 遍历 或 同时 非 遍历 . 
Gi) 设 elusa) 为 有 势 速度 函数 , 则 
e(u,n) 
5 人 c(u,n) + c(u, un) 
£ elu, n) 有 相同 的 势 ， 从 而 它们 有 相同 的 Gibbs 态 集 ， 进 一 
步 , 若 c(s,n) 为 吸引 的 且 相 应 的 自 旋 变相 过 程 存在 ,还 有 
I inf {c(u, n):u€ S, n€ X] > 0, 
则 它们 网 时 遍历 或 同时 非 遍历 。 
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证 。(i) 由 定理 1 立刻 推出 。 今 往 证 Gi), Z (s, n) 有 势 

V, 则 clw, n) 为 正 速度 函数 ,从 而 cs(w, a) 也 是 正 速度 函数 , 且 
Vu€ S, n€ X, 

ci(x n) ~ ECHN) _ PV (rn) 

ci) olusan) — expV(m) 
故 elun) 与 alun) 有 相同 的 势 ,因而 它们 有 相同 的 Gibbs 态 
W. # elu, n) 吸引 则 Yms m € X, m < m+ 当 n(z)=m(u)= 
0 时 ， 

elu, m) < clus m), clu, (m)) 2 clu, u (m)), 


= 
a 


_ f} + c0 .))] 
amn) = [i + mala] 


elu (DT _ 
< [ie aD] — eu, m) 


同 法 可 证 当 mu) = nu) = 1 时 ， 
cilu, m) 2 clu, m). 
故 ct(w n) 吸引 ， 还 有 若 c(w，* )，xe 3$， 是 一 致 有 界 连 续 函 
数 , 则 (a, +), we 5， 亦 然 。 若 c(u, +), u € S 的 变 差 一 至 
可 和 , 则 易 证 ( 仿 推论 1.2.13 的 证 法 ) Vo € s, 
Aem 0) < A... (e). 
因而 al, `), g€ 3S， 的 变 差 一 致 可 和 ， 它 相应 的 自 旋 变 相 过 程 
存在 。 故 由 G) 知 与 c(w, n), cus n) 相应 的 自 旋 变 相 过 程 同 
时 遍历 或 同时 非 遍 历 . 
3. 推 论 设 @ 为 伊 辛 模型 的 交互 作用 势 , 则 


(3.1) etu n) = opf- > KADD, 
(32) — a(w,n) = 2222 e%(A)x,(m)] + T 


Woe 


首相 同 的 Gibbs #3⁄. 此 处 及 以 下 改 记 作 A) 若 进一步 设 
多 为 取 非 负 值 的 对 势 且 
(3.3) sup 109(4)1. LAL < oo 


4ú 


则 与 ¿(u, n), im 1, 2, 相应 的 自演 变相 过 程 存在 ， 它们 同时 遍 
历 或 阅 时 非 遍 历 . 
证 。 因 为 cu, n) = clu, lelu, m) + celu, m)l’, B 
以 由 推论 Gi) 知 clus n), clu, n) ARRI Gibbs 态 集 ,其 次 
车 @ 为 取 非 负 值 对 势 旦 满足 (3.3), 则 alu n) 为 吸引 速度 函数 ， 
且 与 它 相应 的 自 旋 变相 过 程 存 在 。 其 次 
inf {ec(w, n):n €S, n€ XY 


> ep 人 一 ep D aD. iai} > 0 


故 由 推论 2Gi) 知 与 c(u, n), i=1,2 相应 的 自 旋 过 程 
同时 遍历 或 同时 非 遍 历 。 口 OR 

下 面 讨论 伊 辛 模型 的 相 变 问题 。 先 给 出 ”Gibbs 态 唯 一 的 一 
个 充分 条 件 。 它 是 迄今 最 初等 而 且 可 以 应 用 的 最 一 般 充 分 条 件 ， 
是 属于 Dobrushin $. 

4. 定 理 设 o= (0(A): AES, Á > $) 是 伊 辛 模型 的 交 


互 作用 势 , 如 果 满 足下 列 两 条 件 之 一 : 
(4.1) sup > sup |es(n) — p(n)| < 1, 
其 中 


pl) 全 |: + eo >; oz; 或 


(42) sup 22 (Al — 1)1@()l < 4log2， 
则 1 多 (9)1 = 1. 
特别 , 若 9 满 足 (3.3), 则 当 充分 小 时 |(69)) — 1, 
ef 


证 由 推论 3 只 需 考虑 由 
. c(u,n)@ep, (n), w€ S,n € X 
给 出 的 速度 函数 即 可 。 此 时 c(w, * ), w€ S$， 显 然 是 一 致 有 界 
(以 1 为 界 ) 的 连续 函数 族 , 而 (5.1) 即 表示 它们 的 变 差 一 致 可 和 ， 
现在 应 用 定理 1.4.5 证 明 相应 的 自 旋 变相 过 程 遍 历 (采用 该 定理 的 
符号 )。 此 时 由 X49) 一 xalan), ue A, 知 
8 = inf {c(u, n) + clu, on):ue S, n€ X) = 1, 


M = sup 2 Adw (v) 
“ væn 


= sup > sup loo(a) — pss) 
“oxu ’ 


于 是 由 (4.1) M <s, 过程 遍历 。 再 由 (2.1.2.1), (2.3.7.1), 
(2.3.5.1) 及 推论 3 知 Il, e DDRUCLC, ` ))=%(%), 
从 而 (多 (8)| = 1. 

今 往 证 : (4.2) > (4.1). 由 

一 X 9 € A, 

(4.3) xam) = Í rth ee 
知 当 v S< u hi, Vn€ X 有 

pa (m) — Palon) 


ž ep > PAX} (=?{— > CAG), 一 1) 
= 


— 435... 


(tree £ Zora} (+e {2230ta} 


Adu 


于 是 当 ， x 时， 
UND pleme < esp {4 52 6001] — 1. 


LEDES 


又 对 任何 非 负 序列 tas} 来 说 ,有 不 等 式 
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> 
e" =I + (ee —1)] 


>1+ > (es — 15 


于 是 由 (4.4) 
È sup lo.(m) — pulon) | 
viu 
<ap{1D Diw- 
= f D GA DD} 
故 由 (4.2) 导 出 (4.1). I 
最 后 , 若 @ 满 足 (3.3), 则 当 f 
B< (4 sup > 141leC4)1) tog2. 
时 ， f f 


sup 21 Al — 1)| PCA) < 4log 2, 
因而 19(89)| = 1. D 


注 实际 上 , G) 的 结论 可 以 稍 加 推广 成 下 列 结论 : 设 el 


n) 有 势 VY，c(w,* ), ues, EE, E. 
pa(n)Ac(u, n)[e(u, n) + elu, an) 


满足 (4.1), 则 ZV) — 1. 证 法 与 (i) 的 证 明 相同 ， 只 需 注意 
以 下 两 点 : (a) 由 于 c(w, n) 有 势 ， 多 (7) 二 $B， (b) 在 应 用 


推论 3 处 应 用 推论 2 . 


.. 5. 定义 设 49(4): AES, A= $) 是 伊 辛 模型 的 交互 
作用 势 ，vp > 0， 由 注 235 知 它 的 规范 AES) 为 (W 


(2.3.5.1)) 
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æ 


BG x D AKA, Dep fE 52 oC x O), 
< A% yt 
se x(Ay, 


KADA D; ople D Dlo x D |, 
ANA 


EXM 


6.1) 


¿e X(SNA). 
由 它 按 定义 2.3.3 及 定理 2.3.4 决定 此 伊 辛 模型 相应 于 8 的 Gibbs 
DE GO) (在 当时 记 作 ZEV), V 为 模型 的 势 ,现在 采用 此 
记号 更 易 理解 )。 若 3 Ae (0,co) 使 当 8< p 时 ，| 多 (p88)) 一 
1, 当 8>& ih, (FO) > 1， 则 称 此 伊 辛 模型 有 相 变 。 车 
b= o, WETA. EWELE, 8 是 一 与 温度 成 反比 的 常数 . 

下 面 证 明 : 当 @ 为 吸引 对 势 , 即 满足 ， 
Ollut) = H (常数 ) s€ S, PCA) = 0, |A| > 3; 
@((u,v)) = J(u,s) = J(e,u), Vu, € SK =v; 


|J) 2 0, sup Bw, e) < oo。 


且 无 外 场 (H= 0) hi, 6, € [0,co] 存在 且 给 出 8, 的 一 些 性 质 . 
最 后 证 明 一 维 紧邻 伊 六 模型 无 相 变 。 二 维 及 二 维 以 上 有 相 变 并 令 
述 一 些 有 关 结 染 

为 了 讨论 相 变 问 题 , 先 证 明 一 个 有 用 的 不 等 式 . 

6. 引 理 ，” 设 s 有 限 ， ”9 是 取 非 负 值 的 交互 作用 势 。 并 设 
v€ @(X) 是 相应 的 Gibbs 态 , 即 Vn (0,1), 


(6D DAK {5 oa}, 


(5.2) 


KA 5 op{D oa}. 
则 
(62) YATS, jz > 0, 
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, [ t 
3 z 9 dy = |z X d 
(63) WVA,BCS apu |x p= | zaxoay 


一 j Xadv je >o. 
证 。 虽 然 (6.2) 是 (6.3) 的 直接 推论 但 是 在 证 明 (63) 的 过 各 
中 要 用 到 (6.2), 因 此 我 们 首先 证 明 (6.2)。 按 (6.1) 
j= K= DV E OB xa) 
9 B 


(64) ~ K Dn) 52 2 [E oao 


~ 


-65 5 Joao 


amo Pl apb, tas 
5 tan) TI x,,) 
若 此 式 右边 各 项 非 负 , 则 (6.2) 即 获 证 。 为 此 只 需 注意 到 


(6.5) A H Xa (n) = Xela), 
CÓOlu€ S: 属于 4,B,，……,B。 中 的 奇数 个 } 
及 YCCS 


ws, C = ç, I 
(6.6) 之 zc) -fy | E GG) - J. F100, Ce, 
CC ru)mu KAO 


即 知 VB, ---, BCS 都 有 
E uJ] a > 0. 
. Rl 


故 (6.2) 获 证 。 
为 证 (6.3) ,应 用 天 的 明显 式 写 出 
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D r (n)exp I> @(C)ze(n) 
| zado 一 一 


2222302252) 

将 此 式 对 o) 作 偏 微分 很 容易 得 出 (6.3) 中 的 等 式 ， 因 此 只 需 
验证 其 中 的 不 等 式 ( 即 x,, X, 对 v 是 正 相 关 的 )。 按 (6.1) 

(6.7) [raza — fzo Xsdy 


= K“ > [X ,(n)X (n) — X ,(n)z,(t)) 


` pÍ oR) Ltn) + XDI} 

容易 看 出 

Xa(n Xa(n) = Xuan(n), AABALAUB)NA( B), 

Xsan Xa(C) = Xsan(n) Xe(n) Xe) = X,.a(n)X,(7) 
其 中 7 会 {7(w): we Sie X, Y(u)& ls ozaea(n, E), BA 

Xr(n) + Xel) = Xr(n)(1 + Xe(n)Xe(t)) 
= Xr(n)(l + Xr(7)] 

于 是 (6.7) 可 以 写成 


|a _ [earzo0 
(6.8) =K” > X..s(n)(1 — Xa(7)) 
“op D ARU + Xa} 
SK D D = a) D Xala) | 
“oo {5 ARO + raD h 


HAEN TEX, OARJAPR)U + x.(7)), RCS, 仍然 是 一 


enis 


个 取 非 负 值 的 交互 作用 势 ,所 以 由 (6.2). 知 (6.8) 的 右边 中 和 式 
Di- :1>0, t 


故 (6.3) 中 的 不 等 式 获 证 。 口 Be Ç 
7. 定 理 设 @ — {AAA %. À> $) 是 伊 辛 模型 的 吸 
引 对 势 , 且 无 外 场 ( 即 满足 (5. DE H = 0) i Puniu 为 相应 于 bo 
的 bo b. HN 
(7.1) V8 > 0, Pol As) + Dg As) = 1, A,Ó@1mn:n(u) = 11; 
(7.2) Ds(As) 是 8 的 不 降 函 数 ; 
一 1，8<pb， 
> 1, 8>6; 
(7.4) pe Æ JS Uu, v), u, € S, u x e 0 FERR, 此 
处 了 的 升降 指 自然 偏 序 而 言 , 即 J 会 {ws0);w,v€ S, ú % sb 
i= 1,2, J < J, EAF J(u,e)< J(u,e), m, S, 
b: 称 为 相应 于 多 的 临界 值 。 
证 ,VB 之 0， AES, TEXIA), 定义 
(7.5) mu e P(X): RAEL x X(SNA)) 


cfe D @(A)x E x D) 


(73) ABELO, œl, 使 1g(po)1{ 


ô ANA 
>; ep{ 8 2 Aralo XD) 
» EXM Ñ ANAS 
于 是 若 能 证 明 : 
(7.6) CA, ) = RAD, 7 


则 由 (1.10) 知 当 4 人 S 时， 
Pal 4.) + Dual Aa) 一 im pl As) + lm de) 一 1 
即 (7.1) 成 立 。 f 
为 了 证 明 (7.6), 只 需 证 明 : 
(7) Vš€éX(A), KRAE: X XIN\AD) = RAI ~ Eh 
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x X(SNA)) 
为 此 只 需 证 (由 表达 式 (7.5) 知 1): 
(7.8) v: € X(A), 
> OANE x 0) = > @(A)x,(1 — E x 0), 


4 站 4 地 中 
其 中 1 一 mn 会 {1 一 n(w):w€ S}, n= {n(n):we 5S}€ {0,1}s, 由 
假设 


(7.8) 的 左边 一 2: Jo, vX lE) 
十 Jor)twn(s x 0) 


ITER? 
= Beno) — DEO) — D 
= 2 E Jooo) — 1), 
(7.8) 的 右边 一 > J(e,e)(1 — Elo) — 2E(5)) 
+5 22 100)1 — 28(0)), 


wea vën 


故 (7.8) 成 立 ,因而 (7.1) 成 立 . 
34 B= $h, ÖB) A DOCA), 则 由 (7.5) 知 


A428 


BEE x 1) = AUE} x X(SNA)) 
f > ÖBLE} 
es BCA 


2: wfs > DB) 
BCA 


w €XCA) 
BD Ú 具有 (6.1) 的 形式 .由 定理 假设 知 66 一 (86(B): BCA, 
B =e $) 满足 引 理 6 的 条 件 ,所 以 由 (6.3) 知 ( 取 4 一 {44})， 
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Jada 

. 是 8 的 上 升 函数 。 而 

| zat = uPA) — MRA) = BUA) — 1, 
# ACA) 是 8 的 上 升 函 数 。 — AS, 则 由 (1.9) 知 DlA) 
是 8 的 上 升 函数 , 故 (7.2) 获 证 . 

由 (7.1),(7.2) 知 Pol 4。) 是 P 的 下 降 函 数 。 令 
(7.9) PeAsup{B: Pol An) = Dil Au) u € Zt 
, 由 命题 2.7(ii) 及 定理 3.3 知 B, = supi: p = bua). HER 1 的 
(1.4) 易 见 8. 使 (7.3) 成 立 。 I 

(7.4) 的 证 明 与 (7.2) 的 证 明 类 似 。 设 有 两 个 满足 定理 假设 的 
交互 作用 势 gug,, 且 与 之 相应 的 函数 
Ji = (J(u,e):u, v€ $S, ú 0), i=l, 2, 
BME: Muo) S (u), u, r€ S, u See, 5 Jo i= 1,2, 
相应 的 临界 值 记 作 8&>。 今 用 反 证 法 往 证 : 


' 


(7.10) BP > BP. 
假设 BP < pP, MU ET, 82) 使 . 
(7.11) Du = bus ba 天 Da 


其 中 paspu (i = 1,2) 为 相应 于 此 6, Ji BY bo 5。 此 外 将 相应 
于 此 B 及 J (i 一 1,2) 的 ae aa 分 别 记 成 ut ti, 则 


(ë x 1) = e fe > EDO) / I 
E eofe D) DB) | 
BCA 


CEY 


其 中 ` 
BB) = X D4), = 1,2, 
于 是 由 Iu, v) <u v) 知 9,(8) < ÊB) 同 (7.2) 的 证 
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明 类 似 ,应 用 引 理 6 的 (6.3) 可 得 : Vse $ 有 
uC A.) < uial A.), 
令 AA5， 由 (1.10) 及 (7.1) 知 Yue S, 
Bu(As) È Pal Á.) 2 Poal Au) > Dul A.) 

由 (7.11) 的 和 一 各 和 Vue S, za(4。) 一 各 (4e)。 再 由 
Pa < pa 及 命题 2.7(ii) 知 pw = pa， 此 与 (7.11) 的 第 二 式 矛 盾 . 
所 以 (7.10) 成 立 , 即 (7.4) 获 证 。 口 

下 面 讨论 交互 作用 势 满足 定理 7 的 假设 时 的 要 变 问 题 。 由 定 
义 4 及 定理 7 知 就 是 讨论 (7.3) 中 的 Be 什么 时 候 满足 : 

0 < ñ, < co? 

应 用 定理 1 及 定理 5 有 下 列 的 

8. 推 论 设 Se Z4, = {0A AES, Axo) 是 满足 
定理 7 的 交互 作用 势 。 则 

G) 68, > 0 

Gi) 车 二 维 紧邻 伊 辛 模型 有 相 变 , 则 当 4 宇 2 且 

co 人 inf {J(w, v):u, e€ Z2,|u — | = 1}>0, 

时 ,有 ñ < c, 

Gii) 车 二 维 紧 邻 伊 辛 模型 有 相 变 ， 则 4( > 2) 维 紧邻 伊 辛 
模型 有 相 变 ,县 pP < g 

证 。 由 于 当 8 充分 小 时 

sp Z UA — DIDI = 8 21 JG v) 
wp 
< 4”“'log2, 
所 以 由 定理 5 知 B. > 0, BD (i) RE. 
为 证 Gi), 不 失 一 般 性 可 设 4 一 1。 令 
l, wvE Zé lu € Ziru = (t 0°...,0)}, 
(8.1) Juw， v) 人 会 lu— v| = 1, 
0， 其 它 ， 
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BH J, tk (4.2) 定义 的 无 外 场 对 势 为 8,, 由 定理 7 知 相应 的 临界 
值 存在 , 今 记 作 Bc 则 由 (7.4) 知 
(8.2) 6, < Bice 

记 二 维 紧 邻 伊 辛 模型 的 交互 作用 势 为 eo, 其 临界 值 为 p. 
于 是 要 证 Gi) RØRE: 

(8.3) Bi < PP. 

对 任意 给 定 的 2> 0, 记 与 8@,, POP 相应 的 5, i=0,1 分 
别 为 Das, Ve) = (Ww) EZ ìl u= (“a> tw 0, 0). 则 
要 证 (8.3), 只 需 证 : 

(8.4) # 326 Zl f 

DnE 10,1] Pinu?) = 1} < ine (0, 1}; u) = 1) 
则 pain € (0,1)2Z;a(6)=1) < suln€ (0, 112;n(u) = 11. 
因此 若 (8.4) 获 证 , 则 由 8 > P= p> pe， 从 而 有 (8.3). 

为 了 证 明 (8.4), 我 们 建立 EGONEZA, 1⁄2) 与 
pe 终 (60 )C22(t0，1 关 ) 之 间 的 关系 。 先 考虑 用 按 (7.5) 定 
义 的 us, AEZ‘, |A] < co, ¿€ XCSNM)。Y4CZ2 |A| < 
ç, AZ. Vš e 10,114, VEE 0,12, 


> BAN x t) 


4N 4s 


= Š, hw,v)28(w) — 1)(28(v)— 1) 


“re A 
Iw—vl=} 


(8.5) + 2 Ie, NEw) — D) —1) 


一 2 Qtw) — Il) —1) 


“e anz 
l-i 
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+ X Awite) 1) 
ni 


于 是 Wi, & e (0, 12, 
(86) ELAN ZI) = ELAN ZD => D DANAE, x t) 


Nawe 


= 5, o(4)X4(5 x T), 
ANASA 


进一步 , 令 AVA uP E Zud 一 (u, m), u= (w, ú ty eee, 
Ha) E AN Zi} = { (m, m): (m, mn, 05+, 0) € A} WJ (A = 
ZNAS, 再 Vee 10, 16 5et0, 1PM, A EOE); 
uE A916 (0, 1MPC{0, 1}7, EP(UPAElm, tw, 0,- ,0)， 
u — (u, t), u = (uo t 0,--.0) EA, EPA{ LDH tm tn); (u, 
m) € CADP}, TCs m)ATC m,m, 0,1,0), (us ts 0,-.*,0) 
e 4}。 则 由 (8.5) 知 
(8.7) > @(A)z,( x O 
ana s, 
一 D %@%()x,(#2 x ten, 
ANA Dyg 

TE Vu€ ANZ} H (8.6), (8.7)48 
> ajg D ou x EX Brud} 

— Aí 


BaB (Au) 一 《EC 
2: «f 8 > @(A)z<(o X asu) } 
ANARE 


tw€EX(A) 
Sir z23 exp] e 2) oo(4)Xzd1XEXbzwe) 
texa Na ` nae 


` lG e X( A: E” = È} 


/I > apl D xda x 0zue)) 


Sexa ana Dye 
` Ho € X(A):o2 一 a)l] 
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EE XAN n — p| — [ane _ ant, 
Hoe X(4):om = GH — 2 Cana 


(88) — 6ñ( An) 一 aha, (in E 10,1}: C) = 1 
其 中 ag ACZ, 0e 10，112 ,为 用 gm 按 (7.5 定 义 而 属 


于 多 (40,1}”) 的 概率 测度 。 同 法 可 证 
(89) (A, = aon Un E 10,112, n(x) = 1) 


令 A1Z4, W A412Zi?， 且 由 (1.9) 知 Yue Zi ， 
palm € 10,1} nlu) = 1} = Ptn E 10,1 inuy, 
Dalan € 40,1 iau) = 11 = Pn E 10,112;0(2)=11. 
故 (8.4) 成 立 。 

Gü) 由 (i) 及 (ü) 的 证 明 立 刻 得 到 。 口 

现在 证 明 二 维 紧邻 伊 辛 模型 有 相 变 , 即 

9. 定理 设 5 一 2Z?, 交互 作用 势 8 满 足 


= EN EN 
(8.1) an- f? oi lu— vi 


即 @ 为 吸引 的 紧邻 对 势 ， 且 (4.2) 中 的 H — 0; u, e) = 1, 5 
lu — v| = 1, J(u,e) 一 0， 当 |z 一 攻关 1， 则 此 模型 有 相 变 。 

证 。 由 推论 8(i) 知 只 需 证 明 : 
(9.2) Añ, < oo 

为 此 Yne ZALO}, £ A.G(1—5, n] Z), 记 由 (7.5) 定 
义 的 xi 为 mw?、 于 是 若 能 证 明 
(93) — limas%((n:n(0) = 0) — 0 
对 ”一致 成 立 , 则 由 (1.9) 知 36 < co 使 

sual:4(0) = 0) < >” 


(8.10) 


stope 


再 由 定理 7 G) 知 
inta:a(0) = 1) < F < buln:n(0) = 1), 


由 (7.9) 知 & < 8 < oo。 

为 了 证 明 (9.3), 采 用 有 名 的 Peierls 的 证 法 . 先 将 € {0,1} 
在 图 上 用 下 列 方式 标 出 ， yee A,, 项 (4) — 0, WEN EA 
=S, Ba) 一 1， 则 在 w 处 标 以 “十 "号 ， 再 在 AAA. 的 
各 点 上 都 标 出 “十 "号 (因为 wz 在 A, 外 以 1 为 边界 )。 然 后 对 具 
有 相反 符号 的 两 点 ， 作 它们 的 连 线 的 垂直 平分 线 (长 度 为 1)。 下 
面 的 图 便 是 ”一 3 时 一 个 特殊 的 组 态 的 上 述 图 示 法 。 令 BO) 是 
所 有 这 些 长 度 为 1 的 垂直 平分 线段 的 全 体 ， 注 意 到 最 外 一 图 都 是 
“十 "号 ， 所 以 由 BO) 可 以 得 出 94。 还 有 B(n) 昆 一 些 围 道 (不 
自 交 的 闭 折线 ) 的 不 交 并 ,力道 7 的 长 |7| 是 指 r hik riq, 


+ + + + + + + + + 


etol’ 


组 成 BO) 的 一 切 转 道 的 长 的 和 记 作 |B. 有 了 这 些 记 号 ， 
就 可 以 来 证 明 (9.3)。 

若 n(0)= 0, H| 0 至 少 被 一 围 道 环绕 。 QT 表 环绕 0 的 力 
道 的 集合 。 则 


(9.4) m [n:n(0) = 0) < > Pin: E Bn)} 
ver 


因此 和 需要 对 固定 的 YeTr， 估 计 ptn:ye B(m)}。 为 此 首先 注 
意 Vn€ {4051} 和” 
(9.5) > @(A)xz4(n X 1) 
站 Am 二 由 . 
一 Š, (2n(e)— 1)(20(e) — 1) 
让 
+ 2 Qn(o)—1) 


o € A, 
Eh 
lei 


中 值 为 一 1 的 项 数 为 | B(a)1。 设 (9.5) 中 共有 N, 项 ， 则 (9.5) 中 
值 为 十 1 的 项 数 为 N。-- 18(?)|。 于 是 
> PAX X 1) = Na —2|BG@)1, 
Nino 
从 而 由 (7.5) 知 
Q x 1) 一 exp í —26| B(n)|) ; 
2) exp{—28|B(0)|} 


EXC(An) 
于 是 
> expí—28| B(n)|) 
(9.6) {NTE B) = tm 一 一 一 一 。 
e i E ep4 BN 


9EXC4n) 
对 于 满足 Ye B(n) 的 EXCA), 定义 
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f — alu). TRR h 
nlu), 其 它 情 形 。 
则 B(áy— BGAN, K BODI = Iri + IBO» 
(97) pM{n:7€ B(m)) 


ñ € X(A,): Flu) 一 


Zexb{ 一 261B(D1 “ 
= exp( 一 2817| pe 


>= expf —261 B(m) 11 ` 


内 为 映射 n>a 是 1 一 1 的 ,所 以 在 右边 的 分 子 中 出 现 的 项 都 在 
分 母 中 出 现 , 从 而 由 (9.7) 得 
(m: 7 € B(n)) < expt —22) 7| }> 


由 (9.4) 即 得 
(98) pn:n(0) = 0) < > eN (k,n), 
-4 


其 中 N(k, n) 为 长 度 为 4 的 er 的 围 道 数 。 由 于 长 度 为 的 
7 € P 必须 穿 过 正 半 水 平 轴 的 不 个 位 置 之 一 ， 而 且 在 7 的 每 一 洋 
点 亚 多 有 三 种 方式 延伸 ,所 以 对 一 切 n Nk n) < k: 34， 从 而 


Am:a(0) = 0) < Aik: 3 em, 
故 由 控制 收 笋 定理 知 由 此 即 得 (9.3)。 口 
下 面 讨论 s — Z: 的 情形 , 先 证 明 一 条 一 般 性 的 定理 。 即 
10. 定 理 ” 设 自 旋 变 相 速 度 函 数 (un) AS Va) (V) 


表 相应 的 Gibbs AA. 
G) 3 mo me 多 (V), H m< m (Blm RFE m 绝对 连 


8). 令 aa, pj 
dm 
(10.1) Vues, h(in) = A(m), 0 — a.e., 


Gi) 着 me (V), KX > Re [idm = 1 B E 0.1), 
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则 z: CAA | ka, AEF, $ Gibbs £. 

证 。1。 鞠 证 下 列 事实 ; 设 pe (V), z PREN, l 
Vuc S, # 
ao) | Gaep(VGm) — Vald = feda, 


由 定理 22340) 知 只 需 证 : VAES, Vie X(A), Vues, 
(10.2) 对 pay (定义 见 (2.3.3.1)1) RL. 
当 we4 时 ,由 (2.3.3.1) 及 (2.1.8.3) 知 


feae Ga) — Valda) 


= D elan Xt)exp{V(on X t) — V(n X Hy X ü) 


NEXIA) 


= E gn x Om x D = |a. 


exc) 


当 “A 时 ， 以 同 法 可 更 简单 地 证 明 上 式 左 、 右 两 边 成 立 。 
2° 往 证 G). 由 (10.2) 及 p 的 定义 知 Vu € $, Vf€ C,(X) 


j takaya an) 


= AUDA Van) — Vm) Yl an) 
= (Iei Vn) — VO) halda) 


- | Km on) = | DAC). 


A.DRY. 
3° 最 后 证 Gi). BEA 23.7 (i) 知 只 需 证 ，m 关于 c(u,n) 
FJ. 设 f€ CXLX)， 则 由 (10.2) 及 pe 多 (7) 知 


JG; Ca) = [elus DAAA) 
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= {cus IDAE iV Cand — VO) (an) 
Gekte), felus nOD anlan) 
GED felus WI) ) ml an) 


= fetu, malda). 


故 由 命题 2 .1.6(i) 知 内 关于 clun) 可 逆 。 口 
11. 推论 设 自 旋 变 相 速度 函数 有 势 V, GUV) 为 其 相应 的 
Gibbs WR. Æ Vao mE 多 (7) 都 有 m < a, WJ | 多 (7)| 一 


证 . 设 o mEGF), MRE Am 一心 。 由 推论 假设 知 


m&m Ë n< 故 esa > 0, aclum) 于 是 转化 为 要 


证 明 A = 1，a.e.(p)。 今 用 反 证 法 证 之 假设 不 然 , 则 必 存 在 一 
e> 0fË (4)eE (0, 1), 其 中 Aala: Aa) > cj。 < z 
mA): 14， 由 定理 10(i) 812 BEBE (10.1), 于 是 Ma) = 1, 当 
且 仅 当 Vues, Alan) =la) > <， 即 当 且 仅 当 Vue sS, Lalan) = 
1， 从 而 Yue S, g(a) 一 gün), Blg 满足 (10.1)。 于 是 由 定理 
10(ii) 得 知 

te: pl A)A) s(n) ml Qn), AEF, 


为 Gibbs 态 , 但 m(4)> 0, m(A)=0, BI mtt pw 不 绝对 
连续 。 这 与 假设 矛盾 。 口 

12. 推 论 we 终 (7) 是 多 (7) PHRASE X EA 
” 足 (10.1) 的 多 可 测 函数 只 有 mae. 常 值 函数 。 

证 设 wk 多 (7) 不 是 多 (7) 的 极点 , 则 aE (0, 1) K 
mo MEGV), > m, >e n, H umant (1 —a)m, H 
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此 知 w < a. 由 定理 10G) 知 Vses, E aja te dm (5) 


wac 由 o= aa SÉ. 个 是 a.c.(4) MERR. 


RE abs. 它 是 非 -a.e WRR 
且 满 足 (10.1)， 则 4t, 47 也 满足 (10.1) 且 必 有 一 为 非 p-e.e. 常 
值 函数 ， 即 存在 一 非 负 非 kw-o.<. WERN A REG. 而 且 
TRAR, KÁ VM > 0, NM 都 是 满足 (10.1) 的 。 故 存在 
X 上 的 多 可 测 函数 a CEWE (10.1) 的 非 负 非 p-a.e. hia 
有 界 ( 设 界 为 M ) 函 数 且 


ba, = 1, 
于 是 M> 1 且 由 定理 10(ii) 知 
"Ñ maA, hdp, AEF, 
是 Gibbs &. 令 名 会 (M —1) (M — h), 则 h 也 是 非 负 非 
ma. e 常 值 有 满足 (104) 的 多 TWAN, A [hda = 1, + 


是 由 定理 10(ii 知 wzm(4) 合 | bae, 46 多 ,也 是 Gibbs 态 . 


易 见 z ° o B. 
e= a” E Mhm 

MERE 多 (VY) 的 极点 。 口 

13. 定 理 it S= 2Z',9: $8} 一 R 是 平移 不 变 的 交互 作 
用 势 ( 即 Vues, VA€ SNo), OCA + u). TOR 其 中 A+ 
u 公 1v 十 s; € 4}) 且 满 足 
(13.1) > (diam 4) - |@(4)| 一 ó, 
CELI iai 


其 中 
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diamAAsup{ ju — v| :u,v € A) = supu 一 infr, 
则 |%(@)| = 1. 

证 。 由 $2.2 P] 6(i) 知 相应 于 此 9@ 的 伊 辛 模型 有 势 V, 且 由 
GV) 及 GD) 的 定义 知 AV) 一 多 (9)。 故 要 证 定理 只 需 
证 明 推论 11 的 假设 成 立 。 为 此 令 
(13.2) AG [—n, n] n Z, 
Lot E (0,18. DI 

epf > ADX X 1 
(13.3) 


ANASp 


af > ANa X W} 


ANA wo 


一 ep| D UDa x t) 
45 


as, Xal x w1} 


< ë wa> wj E lec) 


今 往 估计 : 
(13.4) IA $, lo(A)l. 
2 
对 任何 满足 ADA < $, ANA 六 4$ 的 AESF 来 说 , 令 
4 会 全 0 (一 co 一 四，44 会 在 站 (十 oo)， 
wW OANA Sp, ANAS G, Gi) ANAS =p, ANANG 
必 有 一 成 立 。 于 是 由 平移 不 变性 


1< X eA > í@(A)| 


4159 ; anart 
ANAS Sp ANAS 二 
(135) < > 12(4 十 2 十 1 


UHAN +S? 
(4+s+DCOA tth 
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+ 5 ILA — n)! 
UEDA oy = 
tA- DNAS, -Met 


<2 X, 10(4)| 


AN(— oot 
ta, ojd 


如 果 各 可 由 平移 4 而 得 到 , 则 称 了 与 4 同 余 。 容易 看 出 : 对 任意 
满足 mn (一 oo,0] 一 10} 的 有 限 子 集 如 来 说 ,最 多 有 diams A 
4 与 之 同 余 ， 且 恰 有 Al 个 满足 4 3 0 的 集 与 之 同 余 。 故 由 
(13.5) 


(13.6) 1<2 © (diamA): i9(4)| 


We ii 
(diam A)10(4)| 
<> aea 


于 是 令 
cë exp Ë > a xD < co, I 


则 由 (13.3),(13.4),(13.6) 知 Yn € X( A) 

w uae (n) X X(S$SNA)) 
人 paa {nt X ACSA) Se 
因此 由 定义 2.3.3 知 Virs f € @,,, 知 

a fi x X(SNA í 
(38) oi< ALCA x ONIY <c, Yne X(A). 
Vm, 回 E 多 (@)， 则 由 定理 2.3.4(i) 知 3” Ei，i 一 1, 2， 
A.Q [—n, n)N Zt, n= 1, 2, 0, 使 a> m, (n— co). 
因此 由 附录 知 VAES, Yre XUA), Uat x X(SNA)) 一 
mlin} X X(SNA), i = 1, 2, FEH (13.8) 知 其 中 的 ,i 一 1, 
2 换 成 a 仍然 成 立 , 从 而 YAE SZ, ACX(A), § 
(13.9) cip(A x X(SNA)) < n(A X X(SN4A)) 

< ¿(A X X(SNA)). 
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注意 集 代数 {4 x X(SNA): AES, A€ X(A)) 生成 o- 代数 
六 ， 并 应 用 单调 类 定理 知 V46 Z 有 c“Aa(A)< (A) < 
Cpm(A)， 故 mo pw 相互 绝对 连续 ,因此 由 推论 11 知 | 多 (8)| 一 
kO 


注 由 (13.9) 实际 可 证 明 ¿2 < <, es 


14. 推 论 设 s= Z', PSN o> R, 是 无 外 场 平移 不 变 
吸引 对 势 , 且 


E inodo, <o, 


则 相应 的 伊 辛 模型 无 相 变 ， 特 别 一 维 紧邻 伊 辛 模型 无 相 变 。 
证 。 显然 V8> 0， 
> (diamA)|6@(A)| =$ > |a|@(40,n)) <0, 
439 l| "x0 2 
因而 IFP) = 1, 故 相应 的 伊 辛 模型 无 相 变 。 至 于 后 一 结论 
显然 , D) 
总 结 定理 7,9, 推论 8,14 的 有 关 结 果 , 将 它们 叙述 成 下 列 的 
15. 定理 设 3S 一 Z*， p:SfNp — R, 是 平移 不 变 无 外 场 吸 
引 对 势 , 且 记 (5.2) 中 的 JC, v) = @((u, v}) = Ju — v), D 
G) 52 一 1( 此 时 Ju) = sl) B 


> njn) < oo 


时 ,相应 的 伊 辛 模型 无 相 变 。 

Gi) 33422 H Vue {ve Z’ joj = 1), J,G)2>0 时 ,相应 
的 伊 辛 模型 有 相 变 。 

16. 下 面 我 们 介绍 迄今 所 得 到 的 一 些 有 关 伊 辛 模型 相 变 的 结 
果 。 以 下 设 s= Z, 0;SfN% 一 R, 是 平移 不 变 吸 引 对 势 。 且 
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记 (5.2) 中 的 J(s,e) = Diu, v}) = (u — e). 
对 d 一 1，H 一 0《 即 无 外 场 ) 的 情形 , 由 定理 15(i) 知 当 
D ahin) <0 i I 


时 , 相应 的 伊 辛 模型 无 相 变 。Rogers 与 Thompson (1981) 改进 
了 这 个 结果 ,证 明 当 


时 ,相应 的 伊 辛 模型 无 相 变 , 男 一 方面 Frihlich 与 Spencer (1982) 
证 明 ; 车 J(n) 一半 , 则 相应 的 伊 辛 模 型 有 祖 安 。 由 此 结果 及 定 
理 7, WRG) 知 当 

inf m J (n) > 0 
时 ,相应 的 伊 辛 模型 有 相 变 。 

对 ad > 2 的 情形 ,Ruelle(1971) 及 Lebwitz 5 Martin-Löf 
(1972) 证 骨 ; H < 0 时 , 伊 辛 模型 无 相 变 。 而 当 只 一 0 时 ， 则 
有 定理 15(ii) 的 结论 。 对 于 物理 有 兴趣 的 问题 是 计算 8, 的 精确 
值 , 当 4 一 2 时 ;已 知 

I m= La +m. f 
事实 上 ,1944 年 Onsager 首次 得 A 


l, isj = 1, 
AG) = L; l| >1 
时 ,已 知 
8 一 二 log(L+ V2). 
事实 上 ， 1944 年 Onsager 首先 宣布 : 
sainia) = 1} — È — D—( sinh2g)" A, 


°120 ° 


这 就 是 说 (由 定理 7 可 知 ) 6, 一 4 log (1 十 V2 ), 而 且 当 8 一 6. 


时 Gibbs 态 唯一 。 这 个 结果 的 严格 证 明和 更 近代 的 说 法 参 锡 
Abraham 与 Martin-L6f(1973) 及 Benettin-Gallavotti 与 Jona- 
Lasinio(1973)。 对 于 d> 3， 紧邻 伊 辛 模型 的 临界 点 的 精确 值 尚 
不 知道 ,甚至 还 不 知道 是 否 有 pP < 62， 其 中 54 表示 4 维 紧邻 
伊 辛 模型 的 临界 值 (由 推论 8(ii) 知 89 < pP). 


55 ”归结 到 吸引 过 程 


. 本 节 将 叙述 一 个 耦合 方法 ， 用 它 可 以 将 具有 一 般 速度 函数 
<(xo) 的 自 旋 变相 过 程 的 遍历 性 问题 归结 为 具有 很 简单 的 不 变 测 
度 的 吸引 过 程 的 相应 问题 。 这 种 转变 一 般 并 不 是 等 价 的 ， 即 有 关 
的 吸引 过 程 非 遍 历时 ， 而 原 过 程 则 可 能 遍历 

1. 基本 假设 .记号 及 步 又 ”由 于 问题 比较 复杂 , 先 来 说 明 一 下 
解决 问题 的 步 又 ， 顺 便 也 引进 一 些 在 本 节 中 用 到 的 记号 及 假设 。 

本 节 始 终 设 c(s,n), w€ S, n€ X 为 满足 定理 1.2.7 条 件 的 
自 旋 变相 速度 函数 。 {和 nn.:: 0), (¿r 之 0} 表示 两 个 具有 速度 
函数 elun) 的 自 旋 变相 过 程 ,初始 组 态 未 必 相 同 . Vues, V; € 
X, 定义 _ ! 

(1.1) : Blu, EA sup {lelun) — clu, t)|:Ve € S, ln(e) 

— (e) < a(v)}, I 
(12) :8(u,£)inf[c(u,n) + elu, g):n Cu) € glu) E 

Vve S, |n(v) — t(v)| < 8(v)}, 
(1.3) calu, EJ)AECH)E Cu, E) + (1 — ECEE). 
首先 将 证 明 以 clu, E) ARRAROA ERA (E, > 0} 
存在 县 为 吸引 的 ， 以 及 它 的 一 些 特 性 ， 其 次 将 过 程 (Su > 0, 

ie 


dwt > 0}, (¿ua 20) 耦合 成 一 个 三 元 过 程 。 在 其 中 后 两 者 按 
$2 的 基本 看 合 方式 看 合 ,而 三 者 的 耦合 则 满足 : 若 

(1.4) £, x, ÇEX, Vu € S, (nlu) — tGa)| < Elu), 

则 有 

(15) Vi > 0 Pamp ln) 一 5 < Elu), Yue SD = 1, 
最 后 证 明 :- 3 (ë 之 0} 遍历 , 则 {1.:+ > 0} 遍历 。 

2 引 理 设 cw,8) 如 (1.3) 定 义 , 则 Galu, +), z€ S, A 
一 致 有 界 连 续 函 数 且 变 差 一 致 可 和 ; (ii) el, E) 为 吸引 的 ;(iii) 
Vue S, 0(u,0) = 0; (iv) > 为 {5: > 0} 的 不 变 测度 ， 从 而 
dënnt 之 0) 遍历 当 且 仅 当 w 是 它 的 唯一 不 变 测度 。 

证 。1” 由 (1.1)、\(1.2) 易 知 A(s,- ), lu, ©), s€ S， 一 致 
有 界 , 今 往 证 Llu, - )e C,(X), Blu,- ) € C,(X), Vu€ S. 

由 于 X 是 紧 距 离 空间 , 且 clu, - )€ CX), clu,- ) 在 Xx 上 
一 致 连续 ,于 是 34e 5 使 


(2.1) le(w,n) — e(u,O)| < Vn, te X, w, — Ca 
因此 Yn,5EX 有 
lelu, n, X Osa) — clu, ga X 0su)| 一 > 
< |clu,n) — cl(u,2)| 


< le(u,n, X Osua) — e(u,t, X 0su)| + > 


由 (1.1) 即 得 l 
(2.2) Blws a) 一 A < lu, E) < pilu, B) + > 
其 中 


Bw) Asupl le(usn X Gs) — elus ç X Osu)l; la) 
— £0) < so) e AN. 
ar 


MERK A, 38 > 0 使 当 PEE) <8 时 有 š, = So TE 
H (2.2) 知 有 
Balu, E) 一 z < Plu, £) S Palus Ea) + F 


总 结 以 上 讨论 即 得 ve> 0, 3> 0 34 o(ë,#) <8 时 
Ip(u, £) — Blu, 5 )| <. RIEC, +) E€ C,(X), Vues. 
为 了 证 明 lu, - )e CAX)， 取 满足 (2.1) 的 43xw， 则 由 
(2.1) 知 Vn, ¿e X 有 


elu, na X. 08.) + elusa X Osu) =5 


< clu,n) + clust) < c(u,m, X Osu) 


+ elu, ga X su) + r 


由 (1.2) 即 得 
(2.3) (us, š) 一 < lu, E) < a,(u,š,) + $, 


其 中 
dalu, sa) 会 ini lle(u, n, X Osu) 
+ clu,ts X Osa)l:nlu) > glu) E. 
Vve Asjal) — gl) < (0)}. 
而 对 上 述 的 A, 38> 0 使 当 EE) <ë 时 有 总 一 总 ， 从 而 
Salus, E4) 一 64(w，54)， 于 是 在 (2.3) 中 以 6(u, F) 替换 5(w, E) 
后 仍然 成 立 。 故 Ve > 0, 352 0 当 pE) <5 时 ， 
18(w,5) 一 6(u,6)| <s, BB Vu € S, lu, * )e C,(X). 
2° 为 证 clu, +) 的 变 差 一 致 可 和 ,只 需 证 : Vis, o)CS, 
uw, £ 
(2.4) sss s Azu, (w), 
Asu, (w) < Aau w), 
由 pE) 的 定义 (1.1) 知 Va € S, S€ X 知 
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(2.5) BCs, ë) 一 suplle(u,n) — elu, t): (n, ç) € Ad, 

其 中 

(2.6) AALl) EX x X: |Çn(s) — tv) < El), ve S) 
一 (10,0), 0,1)} X (X(S\v) x XCSNo)) 


Eryo 
为 闭 集 , 且 显然 有 
OI) © EKES AA > phh, E) S Blu, E), Vu€ S. 
又 由 于 X XX 是 紧 距 离 空间 , 4, 是 紧 集 。 故 由 (2.5) 知 
(2.8) Ils U) € Á; WE Plu, E) = elust) — clust) le 
设 wu, W 
(2.9) E(w) = 1 
Hi, ¿£ < š, TJ: (2-7) (2.8) 知 
(2.10) 0 < Blus s) < Blug) = Jelu, m) — elus G), 
若 mlw) = (a), MUEH(2.6)81 gi) € Awo 因而 由 (2.5) 知 
BCs wE) 2 |e(w, m) — clu, t) |. 结合 (2.10) 知 Plu, wE) = 
Blu, š), 8 
(2.11) l0(u,.8) 一 0(u,£)| < Axu w) 
若 mo) >e (ww)， 则 由 (2.6) K Go 如 ) 6E A 知 (m), &) 
€ Aww， 从 而 由 (2.5) 知 Besuk) 2 |e(u,.(m)) — elu, g) F 
是 由 (2.10) 得 知 : 
|8(u,.8) — Blus E) = Plu, E) — Plu, vE) 
< le(u,m) — e(ust.)| — le(u,.(m)) — e(u,ü)| 
< lc (u,,(m)) — elus m)| < Aan (w), 
即 (2.11) 仍 然 成 立 。 当 (2.9) 不 成 立时 ,。 则 (〈。)(w) 一 1。 于 是 只 
要 将 (2.9) 以 下 的 推导 中 的 Ewi 互 换 ,仍然 可 得 (2.11)， 故 (2.4) 
的 第 一 式 获 证 。 
至 于 (2.4) 的 第 二 式 证 明 类 似 。 首 先 Vues, Vie X H (u, 
£) 的 定义 知 
.174 。 


alu, £) = infle(u,n)-+ clu, 5):(n, 6) € Bae}, 
其 中 
Busing) E X X Xinlu) = gl), B 
Yv € S, |n) — gl) | < š(e)) 
一 {( z)inlu) < gu) } NAs 
为 XXX 的 闭 子 集 , 从 而 是 紧 集 ， 于 是 有 
(2.12) E < £= Bas CBugs Vu € S= 0(u, £) 
> (u, E) Vuc S, 
E 3(m, ba) € Bue 使 
lu, E) = clus) + c(u, i) 
设 wu, B(239)BR3r, 则 6(w,w#) > 6(u, E), FEDR 
证 明 (2.11) 的 方法 可 得 : 当 m(w)=&(w) BF, Ale, wg) = 6(w， 
£) 当 mlw) = galw) BF, (v(m), 6) E Burans 人 而 
lusu) < clu, ,(m)) + clu, 1). 
故 不 论 哪 种 情形 ， 都 有 
(2.13) |8a(w,.8) — 8lu, £)| < lelu, vm) — clu, m)| 
< Aau (w). 
若 (2.9) 不 成 立 ， 则 在 上 述 推导 中 将 §, ws 互 换 仍 可 得 (2.13)。 故 
(2.4) 的 第 二 式 成 立 。 
3° 由 (1.3)，(2.7) 及 (2.12) 立 知 cl(x, £) 吸引 。 由 p(w， s) 
的 定义 知 ，Vu& S, 
plu, 0) = sup{le(u, n) — clu, 5)|:vve S, |n(v) 
— cv)| < 0(v)} 
= sup {|c(#, n) — clus t)|:Ve € S,n(v) 
=)= 0. 
从 而 Vues, YHE D(X), 
cilu, 0) = 0 + 8(u, 0) + (1 — 0)6(x, 0) — 0, 


es 


| as, = con) = X) alu) — OI = 0, 


“Es 

# Gi), Gii), Gv). 获 证 。 口 

3. 定义 ”为 了 证 明 第 1 目 中 所 述 的 耦合 存在 ， 首 先 应 该 定义 
适当 的 转移 概率 速率 测度 c(u, (E, n, g) 4) 本 目 将 进行 这 一 
工作 。 

首先 注意 这 个 耦合 要 求 mw t 按 4 2 方式 耦合 ,这 个 耦合 又 要 
求 (1.4) 导 致 (1.5), 所 以 l Nes tU) 由 闭 集 
G1) es X':Vu€ S,1n(u) — Glu) < En)} = Y, 

Y 一 {(0,p,p),(1, 8, 8), (1, p,1 一 5);8 一 0 1h， 

出 发 不 能 转移 到 X 外 面 ,这 一 点 对 理解 elu, 1, A),wE S, 66 X, 
ACY 的 定义 有 帮助 。 我 们 令 


(3.2) clu, à, 4) 会 > elu, ñ, y) 
YE4 


其 中 c(u,0,y), w€ S, ñ= (Es ns 5)E x, ?一 (ap 7)E Y 如 
FEX: 
(3.3) clu, G, m 0, (1, 8, 1 一 6)) 
jee n) — e(u, q) Nelu, g) nn) = Cu) — 1—8, 
clu, t) — clu, n) Nelu, g), nu) = Elu) = 8. 
(3.4) clu, (8, n, ¢) (0, 8,8)) 
clun) Nelu, t), Elu) = 0,n(u) = t(u) 


入 . 


= 1—6. 
6(u,£), Elu) = 1,n(u) = Elu) = 8, ` 
会 Ic(u,n)e(u, (8,n,5)), Elu) = 1, nlu) —1— 6, 
a t(u) = 6, 
c(u,C)e(u, (En,5))s Elu) = 1,nlu) = 0, 


glu) 一 1 一 6 
其 中 、 
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(3.5) elu, (E; n, )) 
| sw E), 3 elu, n) + elut) > 0, 
A 


Ad cus) + c(u,5) 
0, 若 c(u,n) + clu, g) = 0. 
(3.6) clu; (&, 7,5), (1,p8, 0)) 
eGon) Nelu,d), Elu) = 1,x(u) = tu)—1—P 
c(u,n)[1 — elu, (Esng)]> (a) = 1,n(u) 一 1 一 p， 


tu) = B, 
ce(u,t) [1 — elu,(5,n,5)], Elu) = 1,n(u)=0, 
I gu) =1— fP, 
Blu, E) 一 |e(u,n) — clu, g) l E(u) = 0, 
nlu) = gu) = 2, 


(3.7) e(u, (Ë, n> t) (a, B, 7)) = 0, 其 它 。 

4. 定 理 设 cs) 是 满足 定理 1.2.7 条 件 的 自 旋 变 相 速 度 
BRA, clu, ñs A), uE S, á€ X, ACY 为 第 3 目 所 定义 。 在 
@ (X) 上 按 第 一 章 $ 2 ((1.2.2.6)1) 用 elu, ñ, A) 定义 算 子 
Š, BD Vi€ 2 (X), & 


UD (Opepe F; |, eCe DU x i) =. 
则 (iD 存在 OZ) 上 一 个 唯一 的 马 氏 半 群 (KO: > 0} 以 


ô 的 闭 包 为 无 穷 小 母 元 ， 从 而 决定 一 个 以 入 为 状态 空间 的 转移 概 
率 函数 PO, 5, A), 20, ñ€ K, A€ B: 满足 


(42) SOD = fPG, 4, AE), fe CD. 


以 一 个 以 pG, ú, A) 为 转移 概率 ,以 % 为 状态 空间 的 马 氏 过 程 
lna > 0), ñ, = (Erstis %e). 

Gi) 设 ($): > 0}, {5:1 > 0) 分 别 是 由 cA(*，*) 决 
定 的 马 氏 半 群 及 马 氏 过 程 ; (SG):r 20) 是 由 c(* ，* ) 决定 的 


e a 


BRER: da> 0h (¿a 20) 是 由 e(- ,  ) 决定 的 两 个 
自 旋 变 相 过 程 ，{3CD:* > 0} 是 由 (mur 0), {t > 0} 按 基 
本 契合 构成 的 过 程 ((,, 5):7 2.0) 的 马 氏 半 群 ; 则 {8CD:z > 0) 
KRK (SG): 20), (SG): > 0} 按 下 列 方式 的 耦合 : # fe CR) 
仅 依赖 于 5, BI gE CX) 使 IEn) = g(5)， 则 
(43) (ONG, ng) = 9,8(£), f€ D(X), 
(4.4) ECHE, ns t) = (SG)g)(8), FE C,(X),: > 0; 
# 1E CAR) 仅 依赖 于 (a, l), BB age CX X X) 使 En 
¢) m &CO ¢) 
(45) (Óp(ë,x, tz) 一 (Ge)( t), fe D(X), 
(6) (SCHNE, n, ¿) = (ŠSG)g)(n, z), 1E CÑ), i > 0, 
Rh 0 X al) = (°, +), i 一 1,2, RERBA SSS PRU 
耦合 算 子 。 

Gü) A (SOn > 0} 2553488585 (E, mot): 
+ 之 0} 具有 下 列 性 质 : WE, n tE XV 20, ` 
(4.7) Pa, o((|n,(u) — tA) < Elu), uE SJ) = 1, 

证 。 我 们 将 分 若干 步 完成 本 定理 的 证 明 。 — 

1° 为 了 证 明 {8():: 20) 的 存在 ,证 c(u, 5,4) 满足 定 
理 1.2.5. 的 条 件 。 首 先 由 于 ciy) 20, s€ S, 66 X, ye Y, 
由 (3.2) 知 elus ñ, A) 满足 (1.2.2.1), 其 次 对 给 定 的 w€ S, y= 
(e, B, 7); (33)—(37) 各 式 右 端 部 是 5 一 (5, n, 0) 的 连续 函 
数 ， 而 且 (3.3) 一 (3.7) 的 诸 条 件 集 (例如 {(5, n, g): E0) — 1, 
alu) = 1— 06, t(u) = 0) 等 ) 都 是 柱 集 ( 因 而 它们 的 示 性 函数 者 
是 ú = (£, 7，5) 的 连续 函数 )， 所 以 由 (3.3) 一 (3.7): 知 celu, - , 
y)€ CZ), MMH (3.2) 知 Wue S, å — clu, ñ> +) È X A 
.NH(Y) 中 的 连续 映射 , 即 c(x, i, 4) 满足 (1.2.2.2)。 第 三 ,依次 
检查 (3.3) 一 (3.7) 可 知 c(u,n,1ñ(0))) = e(usü, ñ(u)) = 0, BD 
clu, ü, A) 满足 (1.2.2.3)。 
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今 再 验证 : c(x, ,4) 满足 (1.2.3.1) 及 (1.2.5.1)。 

由 假设 及 引 理 2 知 elu, +), Blu, -), (s, +), w€ S， 一 致 
AR, Ah (3.5) 知 elu, ú)€ [0, 1]，wE S，56 和， 所 以 由 
(3.2) 一 (3.7) 知 (注意 当 14| 222 时 <,= sup{c(4, ñ Y4): 
se Z)= 0) 


sap 15; carn € s} = sup{cwn:u€ S} 
A3" 
= sup {clu, ñ, Y):u€ S, jE X) < co, 

BD elu, ñ, A) 满足 (1.2.3.1)。 

为 了 验证 (1.2.5.1) ,我 们 先 验证 : Vi = (E, n, t) € f, 

Vy = (a, B, 7) y = (a, PT)EY, u e, 

有 
(4.8) lelu, ñsw X ysy’) — elus ñ, y)| < 3A,....(e). 

注意 Gisw X y)(u) = ñ(u) (Cur) K ¿(u,ñ, y) 是 
由 (u) 与 y 的 关系 而 决定 的 ， 所 以 elu, ñ, y),c(u, ñs X 
2» ) 的 定义 方式 是 相同 的 .于 是 由 不 等 式 

la Nb — aA b| < la — a| + |b, — bl 

知 , 当 clw, ñ, y) 按 (3.3) (3.7) 及 (3.4)(3.6) 的 第 一 式 定义 时 ， 
(4.8) 成 立 ， 当 clu, ñ, y) 按 (3.4) 第 二 式 、(3.6) 第 四 式 定义 时 ， 
由 (2.4) 知 (4.8) 成 立 。 由 于 对 称 性 , 显然 对 (3.4) 的 第 三 ,四 式 的 定 
义 方式 、 验 证 (4.8) 的 办 法 相同 ,同样 对 (3.6) 的 第 二 、 三 式 ， 验 证 
(4.8) 的 办 法 相同 。 所 以 为 了 验证 (4.8)， 只 剩 下 验证 (3.4) 的 第 三 
式 及 (3.6) 式 的 第 二 式 两 种 情形 。 

考虑 (3.4) 第 三 式 的 情形 ,此 时 

clu, (ED)，(o B, YY) = clu, n)s(u,(ë, n, C)) 
若 c(w,n) + clu,g) = 0, W clu,n) = 0, H(3.5)81 

lelu, ñsw X y, y) — elu, $> y)1 
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= clu, nss X B)e(u, js X y) 
< lelu, ns X 0) — elu, n)| < Aau K9)e 
车 elu, nsw X B) + celu, Ls, X 7) 一 0， 类 似 地 可 得 上 述 不 等 
式 ,内 击 (4:8) 对 上 述 两 种 情形 成 立 。 所 以 以 下 设 I 
clu, n) + clu, £) > 0, 
clu, nse X B) + clus Ús, X 7) > 0, 
令 HA{c(wsns, X B) + elu,ts, X 7)] '[e(s,n)+e(a,0)]1 7, 
则 由 (3.4) 第 三 式 及 (3.5) 得 
lelu, ñs X y, y) — elu, ñ, y)! 
< H|<e(u,ns, X BECU Es X a) — 3(u,8)]c(u,n)| 
+Hl|[e(u,nss X 8) — e(s,n)]6(u,š8su X a)c(u, t)! 
(4.9) +H|e(w, n)8(u, Es, X a)[e(u,8s, X 7Y) 一 cCxw 必 )]1 
+Hl|e(w,n)[6(u,és, X a) — dlu, E) elus cs, x Y) 
< Anu (Y) : Helu, n)[e(u, ns. X 8) + clu,ts, X7)] 
+Açcs, (9) ` Ha(u,šsu, X a)[e(u,n) + clu,5)] 
< Asm (Y) + Aam). 
总 之 ,在 (3.4) 第 三 式 的 情形 下 ,由 (2.4) 有 
(4.10) lelu, ñs X y, y) — elu, ñ, y)| < Aan K) 
' + Asm, (2) < Aani (O). 
再 来 考虑 (3.6) 的 第 二 式 的 情形 注意 在 (4.9) 中 已 证 明 : 当 
vst 
(4.11) le(w,ns, X B)s(u, ñs. X y) — elu, n)elu, ñ)| 
< Aan (2) + Ass, (9) 
于 是 在 (3.6) 第 二 式 的 情形 ,由 (4.11)、(2.4) 有 
lelu, ñsu X y, y) — clu, ñ, y)! 
(4.12) - < lelu, ns, X £) — elä, n) 
+ le(u,nss X B)e(u,ñss X y) 一 ce(u,n)8(s, ñ)| 
< Aau) + Asm (Y) < 3A... (s). 
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综合 以 上 讨论 好 得 (4.8 )。 
.由 (1.2.4.1) 及 (4.8) 知 
Gms) 一 sup 位 le(u,ñso X y,y) 
ya + 


—celu,ùàsy lje, ye x} 


< 3IY| Aau yz) J 
而 当 141 > 2 时 cs(y) 一 0， 于 是 由 (1.2.4.5) 及 c) 的 变 差 


一 致 可 和 
M 一 su Í>; 27 (e):u € s} 


Adu vau 


< 3jY |supl | iels, +) I] < %, 


即 (1.2.5.1) 成 立 。 故 由 定理 1.2.5 知 180): > 0} 存在 且 G) # 
2° 往 证 Gii) 的 (4.3) 及 (4.4)。 设 fe D(X) B age Cs(X) 
使 vi = (Esn te X, IE, 9，5) 一 g(#)， 于 是 由 (4.1) 有 


(4.13) (ANG) 一 > LECE) 一 &(5)] 


° 2 cGñ,(1 — (a), 8p,7)) 


Ukar E 
因此 要 想 得 介 (4.3), 只 需 验证 
(4.14) alui) A 2 elu, ñs (1 — (w), 8,r)) 
Jeeu) B NEY 
= cu,5). 
当 Elu) = 1 时 ,由 (4.14) (a(u, ñ) 的 定义 ) 及 G1), (3.4), 
(3.5),(1.2),(1.3) 知 
alu, ñ) = clu, ñ> (0, 0, 0)) + clus ñ> (0, 1,1)) 
— Gs), (u) 一 ie) 
lelwusn) + ¿(u,ç)]sl(u,n) 一 dlus), Hu) Se ¿(u) 


* a A 


= clu, £) 
当 Elu) = 0 时 ,由 于 ú= (sn Q) € Z, MA n) = glu). 
于 是 由 alu, 们 的 定义 及 (3.6),(3.3),(1.3) 知 
alu, ñ) = clu, 和 (1， 1, 0)( + clu, ñ,(1, 0, 1)) 
+ elu, ñ, (1, alu), Cu))) 
= clu, n) + clu, 5)—2c(u, n) Nelu, t) 
+ Blu, £) — lelu, n) — clu, X)| 
= plu, š) = cilu, E) f 
故 (4.14) 成 立 , 从 而 由 (4.13) 知 (4.3) 成 立 。 仿 定理 2.3(ii 的 证 明 
可 得 (4.4)。 
3° 往 证 Gi) 的 (4.5),(4.6). 设 f @(X5B. age CX?) 使 
/(&, ns Ç) 一 z(m, 2) RHE a= CE, n, t)€ Z 成 立 。 于 是 由 
(4.1) 有 ( 设 y= (a,0,7)1) 


Ga) 一 22 > ) e(u,ñ,y)lg(mis X Ptsw X 7) 
— DY = > Heen O O 


* D; clu, 和 (a,1 — nlu), Cu))) 


(4.15) + [g(m,.Ç) — g(m;t)] 
` 21 clu, ñ, (a, nlu), 1 — tu))) 


+ Lelun Ç) — 8C, 5)] 
`> clu, ñ, (a, 1 — nlu), 1 — t(u)), 
其 中 h Dhe ane las, )€ Y 成 立 的 {0, 1} 中 的 元 , 因 


此 要 证 (4.15), 在 于 算出 当 7(w) * glu), nu) = glu) 时 ， 
(4.15) th Lelong) 一 ECs t], Llas ag) — glas 5)1, Lelon, 
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at) 一 g(n,5)] 的 系数 ， 
当 nlu) %< 5(w) 时 ,由 于 (8, a g) 一 EY, 必 有 Eu) = 1, 
而 1 — (s) 一 上 (oO。 故 由 (3.3) 一 (3.7) 知 
gng) — g(n,5) 的 系数 
= clu, ñ, (0, glu), glu))) + clus ñ, (1, Cu) čl) 
= c(u,n)elu, ñ) + c(u,n)[1 — elu, ã)l = clun), 
g(n,.z) 一 g(m, t) 的 系数 
= ¿(u, C)e(u, ñ) + clu, zt)[1 一 e(x ñ)] = cu, ¢), 
Elasa) 一 g(an, t) 的 系数 
= c(u, ñ, (1, 1 — nlu), 1 — ¿(#))) = 0. 
当 glu) = glu) hh, HF a= (Esn Q e X, Eu) 可 以 是 0 或 
1, 且 1— nlu) = glu). 故 由 (3.3) 一 (3.7) 知 
glm t) 一 80) 的 系数 
= clu, ñ, (1, 1 — nlu), vn(#))) 
= c(u, n) — clu, n)A e(u, Z) 
8(m,4) 一 g(m,t) 的 系数 
= clu, ñ, (1, nlu), 1 — n(#))) 
= clu, £) — clu, n) Nelu, Z) 
8(m, k) 一 8(7,5) 的 系数 
= clu, ñ, (0, 1 — n(u), 1 — n(u))) 
+ clu,ñ, (1,1 — nlu), 1 — nlu))) 
= c(u, n) Nelu, 2). 
将 以 上 计算 结果 代 人 (4.15) 并 注意 Ó 的 定义 即 得 (4.5)。 仿 定理 
2.3(ii) 的 证 明 可 得 (4.6)。 
4° HF {Comb > 0) 以 入 为 状态 空间 , 所 以 (4.7) 自 
然 成 立 . 口 
5. 定理 ”沿用 定理 4 的 假设 及 记号 。 若 {5,1:t > 0} 遍历 , 则 
dm 过 0} 遍历 ,从 而 (O) 为 单元 集 。 
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证 。 记 SG), SG), SG), SC) 所 决定 的 概率 分 布 分 别 为 
Bmw Boa PP, Pa. Æ dint 过 0} 遍历 , 则 由 引 理 2(iv) 知 
Vue P(X), PSE) > >, 

由 命题 1.4.3 AF) 关 b, 于 是 要 证 定理 只 需 证 : Vue 
P(X), v€ Z (m) SG) => ">。 而 由 附录 引 理 3.9 知 只 需 证 : 
(5.1) VAES, ut)( A.) —x( ANC #z— co), 

其 中 4 全 tneX:n(z) 一 1，xe4}、 而 由 定理 4、 定理 2.3 
知 

|aSG)(A,) 一 z(4)i = SENA) — SGA) 


-| EZUR — Ixxa nd) p x (dy dt) 
< | |Biyn(m(u) = 1, Yuc A) 

— Pallu) = 1, Yue A)l( a X v)(dn,dt) 
一 Í IBaao (ma) = 1, Vue A: bv) < 1, we A) 


—Pa (e) > 1, Iwe Agu) = 1, 
Vue A)|( a X v)(dn, dọ) 


<2 5 | Bon = Ga X (an, d) 
“€4 
=—2 > [Paon = GUI = Dp x (a, aD 


- >|, oG) — GU = ao 
“Es 


— CA) Elo), Yve Sp X Ca dÜ) 
<: > | PPE) = DC x (an, dt) 


“Es 
= 2 > PPE) = 1) = 2 21 OSA A.) 
“Es s€4 
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rsi 
ERL SI lAn) = 0 
sEs 


其 中 856 PX) 为 负荷 集中 于 上 的 概率 测度 。 故 (5.1) 成 立 。 口 


56 习题 与 补充 


1. 试 采 取 下 列 步 又 证 明定 理 2.9; 
G) 设 (E,p) RiiE—EBES ZE 8], Ze 为 E 的 Borel cc- 代数， 
(SG): > 0} 是 CE) 上 的 马 民 半 群 , p15454), 20, w€ E, 
Ae @, 是 相应 的 转移 函数 。 则 Vy e Z(E), 有 
(LD IAA) = |PC, w Aya, Vi > 0, Ae s, 


Gi) i (SCO: :>0}i=1,2 为 定理 29 的 马 氏 半 群 ， 
(SG): 20) 为 由 ci(w, n). i= 1, 2 按 基 本 三 合 构造 的 马 氏 半 
群 。 试 应 用 (证 明定 理 2.9, 

2. 设 5S 为 有 限 集 ，pi, i= 1,2 是 X 一 {0, 1h 上 的 正 概率 
测度 ， 且 满足 
(2.1) (EVA( 人 7) > aE), Esne X 
其 中 EVE) Valu)iue S}, ENNALElU) Nalu):ue S}, 则 

aS mh 

提示 : 定义 ci(w,n) 会 (um)/ aa), 34 u) = 1; = 1, 4 
nlu) 一 0。 然后 应 用 定理 2.9 及 有 限 不 可 约 马 链 的 遍历 性 。 

3. (FKG 不 等 式 ) 设 5 JARE, AE X 一 40,1}s 上 的 正 概 
率 测度 , B. 

(3.1) p(n NE) pn Vš) > uau), n ë € X. 
则 对 和 上 的 任何 不 降 函 数 jg 有 


(3.2) asa > juda. 
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提示 ; 令 mA, UnAn) Sedu, MANE 2. 

AS 为 可 数 集 ，X = {0,1}, m, mE P(X). VA6€ S, 
(m) 表示 mE X(A) 的 投影 , 即 AEDA (s) x X(SN 
A)), 5E X(A). 

G) # VAES, (m) i= 1, 2 满足 (2.1), 则 z < m 

Gi) # #= a= m BVA€ S, m 满足 (3.1), 则 对 X 
上 的 任何 不 降 连 续 函 数 /, z(3.2) 成 立 。 

5. 设 伊 辛 模型 的 交互 作用 势 p: SN — R, HB” |A 3 
时 OAA) = 0. sm AIS 及 pa AES, LEX(S\A), 如 
定义 2.3.3 所 规定 。 试 证 ; YuE 多 sw 
(5.1 Bao S u, US Bar 

6.2 S= Z*, Y e (Ón, ,00), eitd 人 eisi= 1,..*,d 
(因而 Ne 人 te Zt: lo] = 1) = [e-o 64), AE 1<k< 
2d, Yue Z‘, n€ 10,122, 定义 


1, na(s) = 1 
clun) Ag ¿max {nlu 十 cf) * *n( + e ):1< 
<: < h) nlu) = 0 
MES SRR AOMEN 1, FEE H 
¿L > KAP 


其 中 142 为 了 维基 本 接触 过 程 的 临界 值 。 
zk s= Zu 
1 alu) = 1, 
eua qu — 1al + 1), alu) = 0, 
试 仿 例 3.5 DAERA RNOR 24, 一 co, 
8. 试 仿 例 3.5 J b AWE H —E3E K A nun R 2; > 


s€ S, n< {0,1}. 


1. 
9. 设 ceun) ARV, B. clu), neS, ER, -BARE 
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变 差 一 致 可 和 , 任 给 定 4e SZ, ¿€ X(S\A)， 则 以 
clusa X È), ue A, 
clun) A 40, u€A, nlu) = (u), 
M (u), uA, n(u) = tlu), 
M (u)Asupelu,n), 为 速度 函数 的 自 旋 变相 过 程 存在 。 与 它 相应 
的 马 氏 半 群 记 作 (S20(G0: 220), WE: 
(9.1) m SG) 一 ugs t 之 0， 
其 中 px 由 定义 2.3.3 HE. Ye C,(X), 


(92) SGD Xb) = 六 on x tE x DIE x D, 


EXCA) 
n, ÇE XCA), 
其 中 pG, nX L, EX U 为 X(A) x (z) 上 的 28 -过 程 , 其 
中 OPAO X t,£ x imge X(A)), 


Hu, nX E), £= m, z€ A, 
gt X gE x 区 会 
(9.3) f Ü, 其 它 E~ n, nE X(A), 


g(r X bn X DA 2 Plu, n x t). 
“A 


还 有 ,车 w€ @(X), mX) x {H = 1, WJ 
(9.4) USP > pa G — eo), 
10. 设 S= Z', c [0, 1], 
1— 8, n(u— 1) = x(u) = nlu + 1), 
eaf, E 
试 证 : G) 当 8e {0,1} 时 ,相应 的 过 程 不 遍历 ; Gi) 4 se (0， 
D i, eon) ASYE IZO) = 1; Gü) 4 ae (o, 3] 
时 ,过 程 遍历 。 
提示 : 当 =0 i, {7 WCF, 38 = 18, 令 
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1, u 为 奇数 ， 
maaf? "XBH, 
则 (8,, 8,)C.Z. clu, PARTAR E $ 2 的 条 件 验 证 ,而 
IZV) 一 1 可 应 用 定理 4.4 的 注 证 明 。 


u€ 2Z', Hh 人 1 — n 


oa 


第 四 章 ”对 偶 及 其 应 用 


在 无 穷 粒 子 马 尔 可 夫 过 程 的 研究 中 , 对 偶 (Duality) 同样 是 
一 个 很 重要 的 技巧 ， 典 型 的 情况 是 : 对 所 研究 的 过 程 ， 通 过 对 侦 
关系 与 另 一 个 过 程 ( 称 之 为 对 偶 过 程 ) 联 系 ， 使 得 原 过 程 的 问题 转 
换 成 对 偶 过 程 的 问题 。 如 果 对 偶 过 程 比 原 过 程 简单 ， 或 者 问题 转 
换 成 一 种 有 用 的 方式 ,那么 转换 了 的 问题 可 能 比 原 问题 易于 处 理 ， 
因而 可 能 得 到 某 些 进展 。 本章 将 首先 介绍 对 偶 的 一 般 定 义 ， 给 出 
在 自 旋 变 相 过 程 研究 中 常用 的 两 种 对 偶 函 数 及 碍 应 的 速度 函数 ， 
证 明基 本 对 偶 定理 ， 在 $ 2 中 讨论 对 偶 定理 对 遍历 性 问题 的 初步 
应 用 ，$ 3 讨论 选举 过 程 的 不 变 测度 集 的 构造 与 不 变 测度 的 吸引 
场 ，$ 4 讨论 接触 过 程 的 临界 值 . 


$ 1 基本 对 偶 定理 


L 定义 设 {mt >00}, (L: > 0} 分 别 是 以 (X， Z), (&, 
£) 为 态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 ， 妃 (9,5) 是 X x £ 上 有 界 实 值 
£ x Z 可 测 函 数 ,如 果 对 一 切 n€ X, z€ £ 有 
(1.1) E,H(n,, t) = ErH(n, t), 1 > 0, 

其 中 Ep E. 分 别 是 ms s 以 n Z 为 初始 状态 的 期 望 算 子 ， 则 
称 dnit 之 0}, (La: > 0} 为 关于 及 相互 对 侦 的 过 程 . 

要 研究 一 类 马尔 可 夫 过 程 的 对 偶 理论 ， 首 先是 选择 对 侦 过 程 
的 态 空间 与 对 偶 函 数 五 ， 在 自 旋 变 相 过 程 的 情形 下 , 对 偶 过 程 的 
态 空间 X 通常 取 
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F & (ACSU1@%):l|4| <) 
其 中 oo 为 任 一 不 属于 3 的 元 ， 因 而 对 偶 过 程 是 F 上 的 马 链 。 在 
下 面 的 例子 中 将 要 看 到 ， 点 co 是 有 用 的 。 为 了 使 对 侦 计 算 较 易 处 
理 ,选择 比较 简单 的 对 偶 函 数 是 重要 的 ,目前 ， 我 们 选择 下 列 两 个 
对 偶 函 数 : 
ns (n), A5%, 


(1.3) Hlm, De o, A3 0%, 

其 中 

aD (m) ë ] Ua), 465, n€ X; 
“Ed 

及 


(3 
AEF, n€ X, 


Xans(n), 45oo， 


(1.5) Hm Se, 43%, 


其 中 


n€ X, AEF 


x.) = J| QG) — 1,46 %, n€ x, 


ag 


#E(13)—(1.5) 中 , 空 集 上 的 乘积 理解 为 1. 
对 于 Hi(n，4)， 考 虑 速度 函数 


(1.6) ct) A clu) la — n(a)) + Qalu) — 1) 
D p, DH A)|, 
49 
对 于 H.G, A)， 考 虑 速度 函数 
UD aG, m) SL fiaa- D pls, ABG, A), 
AEF 
其 中 


(1.8) c(u) 20, sup c(#) 一 co， 


(19) — PG, A) >U, blu) Š 22 pw A) < 1, 


sł 
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(1.10) supc(u) X, pls, A)| Al < >o 
= 4e? 


2. 例 (a) 选举 模型 f 
[> plu, vilo), x(u) = 0, 
(2.1) ¿(w aa 


D p, v) —n(e)), n(n) = 1, 
其 中 
plu, e) 二 0，>) p, r) 一 1。 


既 能 写成 (1.6) 的 形式 ,又 能 写成 (1.7) 的 形式 
事实 上 , 令 
plu, v) F = {v}CS, 
(2.2) elu)Al, w€ S; plu, F)A A REFE. 
即 可 验证 ¿(w, n) = cilu, n) = clu, n). 
(8) 接触 模型 
2 E p vao) au) =o, 
Gayi iua a W AG) 
l; (u) = 1, 


220, p(u, e) 20, X, p(n,v) 一 1， 能 写成 (1.6) 的 形式 。 事 


XE, $ 


(2.4) clu)Al +2, uE S; 
-1 
TELH 
P P=) è pluv), F= (w, vh m ves, 
0, 其 它 Fe Z, 
即 可 验证 (s, n) 一 (s, m). 
(e) 反选 举 模型 ; 
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D plu, v) — n(z)), n(#) = 0, 


Q5) cu, nA š 
> plu, vlv), nu) = 1, 


其 中 plu, o) >0, D) pu, v)=1, s€ $, 可 以 写成 (1.7) 的 
形式 . 事实 上 , 令 

plu, v), F = {v, ©}, e€ $, 
(2.6) (a) 1, uE S; plu, F) 人 全 fo. 其 它 Fe 2, 
则 可 验证 clu, n) = elu, m). 

下 面 考虑 与 olu, n), i= 1, 2 相应 的 自 旋 变 相 过 程 的 存在 
问题 . 

3. 引 理 设 ci(w 四 ,一 1 2 由 (1.6), 1.7) 定义 ， 则 与 
cilu, n) i 一 1, 2， 相应 的 自 旋 变 相 过 程 存在 。 且 对 calu n) 来 
说 , 若 ian 4) 一 0，A 3 co ， 则 相应 模型 是 吸引 的 。 

。 只 需 验证 clu, n), i= 1, 2， 满 足 定理 1.2.7 的 条 件 . 
¿sç (1.6), (1.7) 右边 各 项 都 是 ? 的 连续 函数 ， 且 各 项 的 绝 
对 值 组 成 的 级 数 都 


<el) [' +E plu, 2] < 2 sup (u) < oo. 
462 " 
于 是 (1.6), (1.7) 右边 的 级 数 绝对 收敛 ， 且 一 致 有 界 。 因而 


e(s, +), w€ S， 是 连续 且 一 致 有 界 的 函数 族 。 


其 次 易 见 YnEeX, LEP, veS 有 
GD Mem D— BO, A) = Í A 
(2n(2)—1)H(n, A\v),ve A, 


véd, 


0, 
(8.2) Hon, 4) — Ha, 4) = L 2H,(m, A), vE A 


Km Ve > x 有 
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Aamo (0) = sup) eilus m) — cilusn)) < clu) 2 plu, A) 
干 是 
supl HaC DILI < sup [e0 D E plu, A) 


+2letu, 1] < sup ecu) 21 pu,,A)1Al 
“ 469? 
ES 2sup heilu, Il 一 co。 


故 由 定理 1.2.7 知 引 理 的 前 一 结论 成 立 。 
关于 clu, n) 吸引 的 结论 显然 , 口 
记 与 cilu, n) 相应 的 Feller BREED {S > 01, 


自 


旋 变 相 过 程 为 dmt 之 0}, 下 面 将 讨论 与 q 关于 H, A) 对 
偶 的 马 链 (以 多 为 态 空间 ) 的 车 在 问题 。 由 (1.1) 知 自然 要 研究 
E,H,(m, A) = SOHC, A) (m), A€ 多 .由 半 群 与 其 母 元 的 
关系 ， 自 然 要 考虑 O,H,(:, A)(m), EH O, 是 由 culu, n) 按 


(1.2.7.2) 定义 的 算 子 ,下 面 首 先 对 它们 进行 一 些 计算 ,这 就 是 
4. 引 理 V4e 2, H, A) € @(X) = D(Q;), 
VAE Z#,.n€ X 


(4.1) OHC, A)(m) = D 1(A, B)[H.Gn, B) 
REF 


= Hn, A)] —V(A)H(n, A) 


Hp 

(42) WAA D W0 blu)), AEP, 
ut ANS 

(43)%(4, BJA D clu) Dyp, F)>0, B, Aç P, 
“ANS r 


B. 


其 中 > 中 的 满足 下 列 要 求 : 车 okANF, W| CANOU F— 


B; 车 coEANF, Mj ((ANz)U Fo = B, 
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VA€ @, n€ X, 有 
(4.4) QGH: AX) = 21 LCA. B)|H.(n. B) — Hla, AJI 
BEF 
— V(A)H,(n, 4), 
其 中 
(4.5) UA pÀ D eu) 2 p, F)>0,B, AEP, 
w€ANS P:Pa(AW)=B 
其 中 FA(A\w) 表示 FF 与 Au 的 对 称 差 。 
证 . 容易 验证 
Hi(n, AU B), coc4nB， 


(4.6) Hilm BYA ai au E SAAD, 


由 (1.6),(2.1) É (4.6) 即 得 


(4.7) DHC, A)(m) = 2; a(u,m)[H,Gn, 4) — H, 4)] 
“es 


一 > alu, n)a) — DH, Au) 
“eANs + 
. 


- > 0- -o 


seans 


+D p(n, BHil, PRO, Am 
名 


一 > -G)(—H,(n,A)) 


se Ana 


+ > plu, F)H,Ga, FP)H,G, AN) 


PeF 


= > aCA, BJHG, B) 一 > cGoH,(n, A). 


REF wedns 


其 中 LCA, B) 如 (4.3) 定义 。 又 由 (4.3) 得 知 
(4.8) > LOA, p= > G) 2 DY pG F) 
BE sE Be , 


BNS 
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一 > clu) D plu, F) 一 > cu)olu) 


“ANS FEF “cans 


= > ¿G)—V(A). 


seans 
将 (4.8) 代入 (4.7) 即 得 (4.1)。 
其 次 由 (1.7), (2.2), (4.5) 及 


(49) H,(m, A)B,(n, B) = H:(n, AAB), A, Be @, 
得 
(4.10) H+, A)(m) = D (u, DUm, A) — Hias A)| 


“es 


= 5 e|- m 0 


“eANS 


+ 32 plu, B)HCn, BE A\u)] 
Bef 


= X |- 4) 


we fis 


+ 31 plu, P), FACANO) | 


Pes 


= — 2; cHly, A)+ 21 LCA, B)H,(n, B). 
BeF 


seans 
再 由 (4.5) 得 
UID D al, B= 22 G) BD pF) 
Re? “€ ANS BEFFA u) 5 


= Š, Wb)= 2 :()—V(A) 


“€ 4í)5 means 
将 (4.11) RA (4.10) 即 得 (4.4), O 
由 引 理 4 可 以 想到 : 与 (m (220) 关于 HQ, A) HE 
的 马 链 (如 果 存 在 的 话 ), 应 该 是 以 
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¿(A, B), B> A, 


(4.12) 4i(4, B) 会 1 一 六 GUA, B) = —4.(A), B = A, 
A, BEŽ, i=l, 2, 

为 0 矩阵 的 8 过 程 ， 其 中 aCA, B) H (43), (4.5) 给 出 ， 为 此 
我 们 先 证 此 8 过 程 存在 

5. 引 理 [DL (4.12) 定义 的 矩阵 为 0 矩阵 (保守 ) 的 8 过 程 
{4P 20) (i = 1, 2) 存在 ,唯一 .不断 且 
(5.1) Eal APAS] < |Ans|e“, AEP, 
其 中 E, 表示 相应 于 AP 的 分 布 Pa AEF, WNAF 
(5.2) w A sup clu) X, p, F)[II F S| — 11. 

x FEF 


WE. HH (4.12), (4.2), (4.5) 3F038 4.7), (4.10) 后 两 步 的 
推导 
(53) a, B)I|B S| 一 14n3SH 


= X) CA, BIIansl 一 14n3i] 


BeF 


= > cw) >) 27 p, F)LIBNS| 


wt ANS B 


— JAN SIIS 2; eu) >; pl, F) 


s€ AS PeF 
- [IC FU(ANO)DSI — 14N51], 
其 中 > 中 的 F:(i) 当 i 一 1 时 , 满足 (4.3) 式 下 面 的 解释 ; 
F 
Gi) 3 i =2 if, FACA) = B. 而 
I(FU(A\WW)NS|I < FNAS) + ANS] 
=|FANS| +j4NS|— 1, 
# H (5.3) 即 得 
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(64) 2) aA, B)LI|BnS| — 14N5|] < ol Añ sI, 
B 4 


i=], 2, AEF 
男 一 方面 ,出 (4.12), (4.8), (4.11), (1.9) 
(5.5) aA) < DI uA, B) <S > clu) 


BeF me ANS 


< sup clu)’ JANS|, 1: = 1,2, AE P 


于 是 由 (5.4), (5.5) 有 
PA) A (supe IANS| > q:(4), i =1,2, AE P 


(5:0) 15 4A, B)p(B) < lo + (4) P(A4). 


H Q 过程 理论 ( 见 |4: 定理 (2.3.2) 及 其 证 明 ]) 知 以 (9;(4，8): 
A, B € Z) 为 0 矩阵 的 9 过程 { 49: * > 0} 存在 唯一 不 断 且 
(5.7) Eup(4P) 一 > pi(t，4，B)p(B) < e“p (A) 

BEF 


其 中 pls 4, B) 为 AP 的 转移 概 这 。 在 5.7) 两 边 同 时 消去 
sup ec(w) 即 得 (5.1), O 

下 面 是 对 个 的 基本 定理 ， 

人. 定理 设 ol n), i= 1,2 为 由 (1.6)，(1.7) 3E 30938 
ERGI cu), pU F) 满足 (1.8), (1.9), (110); {3K); 
r220) 为 与 ci(w n) WAR BRER, (u: > 0) 是 相应 的 自 
KERI; (A, B):4, BeF) X (4.12) EXN O E, 
(Ant 20) 是 相应 的 0 过 程 , 则 Vn e X, AEP, 1>0 有 
(6D Etli Ous A) = Es [lms 4A) ox0 (一 vCa)a)|, 

i1, 2. 

TF =, ues G VCA) = 0) B, R (usa 
:之 0} 与 《44:1 S0} KF Hn A) A (8. 

证 。 由 于 对 = 1,2 的 证 法 完全 一 样 。 央 此 在 下 面 的 证 明 


e1970 


du, EB i KERS. 
1° 由 定理 1.1.1 É (4.1), (4.4), (4.12) 知 


-2 EHO A) = SG)OH(-, A)(n) 


= 21 aA, BS HC, B)(n) — SOHC, 4)(n)] 


— V(A)SGO) H(: , A)(m) 

故 EH, A), Ae Z, 是 方程 组 

Sa (24) SI CA, Bu (y BYVA G Ay, 
(62), “ se 2 

u(0, A) = H(n, 4), u(t, AJI < 1, AEF 
的 解 ， 因 此 问题 在 于 证 明 (6.1) 的 右边 也 是 (6.2) 的 解 ， 且 (6.2) 
的 解 唯一 。 

2° 今 往 证 : (6.1) 的 右边 也 是 (6.2) 的 解 . 首先 注意 (4: 

12201) 是 随机 连续 (对 S? 赋 散 拓扑 ) 过 程 ,因而 由 随机 过 程 理 论 
(例如 参见 L1, S 3.3 定理 1]， 不 过 那里 的 证 明 应 作 适 当 修改 ) 知 
它 有 一 个 可 测 修 正 , 不 妨 仍 用 {4,:+ > 0} 表示。 于 是 对 任何 z € 
R 来 说 ，{s ER:V(A,) < X) = (s: A, € V ((—oco, +))} a.e.Ps 
是 勒 贝 格 可 测 集 ， 从 而 V CA) 是 * 的 勤 贝 格 可 测 函 数 。 由 此 及 


VD > 0 知 一 (4Dar se(PA) 有 意义 是 是 * 的 连续 上 逢 
函数 ， 


(6.3) j VCA, )exp (- f VCA, )dr Jas E (- f 7(4)dr) 


= ] — exp (- Í. V(A)4:) 


记 


(64) mao A) A EHO Aap (— |! VAa) 
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则 由 (A, 20) 的 时 齐 马 氏 栖 知 
(65) E, [ceo， AW (Aesp (一 [ (CDer]] 


= E, |IVC(A3E, |H Aex (— È yeanar) 
li: r< s)| = z. [VADE [G 4,) 


exp(— 7 vaar )| - 
= E [V (A, o — +. A.)1. 
再 由 (6.4), (6.3), (6.5) 知 YAE Z 


(66) “G, A) = EsH(n, 4) 一 Í Es |H ADVA) 
; exp( 一 [yeapar)| ds 
= E14) — | EVAn — s, A): 
sau) — | EAV (Aest, 4-.)145, 
为 了 验证 e,(z, A) 是 (6.2) 的 解 ,还 要 用 到 下 列 的 
(6.7) £ EG) = D aA, BEUA), 


其 中 了 是 多 上 的 有 界 函 数 . 事实 上 ,由 于 引 理 5,， pO, A. B). 
4, B € 2 满足 向 后 方程 ,因此 


d d d 
£, EID) = — 之 plt, A, CHCC) 一 > $ pu, A, C) 
O = >) D lA, B)pGs, B, COC) 


CEF BEF 
= 21404. B) pb B,C)/(C) 


一 21 4U, B)Es( 4:), 
, 


H (6.6), (6.7) 1 YAE F 


tal 3. £ BHC, 4) — EAV Coole 49) 
t t 


= | {B04 DEV Aole 4-3) a: 


1 


一 F EsH(n, A) + Dl) 4(A, Bln, B) 


一 E,H(x, A)] — VAn le, A) 
= 27 (A, B)e,G, B) — VAwl, A) 
再 由 s,(0, A) = E,H(n, A) = HC, A) Ë 
loli, AJI < Eal HC, A)esp (一 Í V(A)a.)| <! 


知 wm( A), Ae Z 是 (5.2) 的 解 。 
3° 最 后 证 明 (6.2) 的 解 唯一 。 设 lu U, AAE Zl, : = 
1,2 是 (6.2) 的 两 个 解 . 令 
ult, 4 全 xD(t A) — G, A), AEP, 
则 由 4( A, A) = — (A) 有 


人- E UA, Bimli, B) — [VCA) 
t oxa 

+alA)lu (tA), 
u, (0,4) = 0, lult A) <2, AEP., 
HARAR Eda, HiL uU A) 的 拉 氏 变 式 为 z(a, A), MH 
(6.8) 即 得 


¿GQ = 4(A, B) n" 
(6.9) G, A) PEP CIES XPT) (1,B)， 


(68) 1 


z0, 4) < Z, AeF. 


再 由 于 (04, B): A, Be P) 保守 且 它 的 9 过程 唯一 ， 由 
O 过 程 理论 知 ( 见 14 EE (2.5.16), (2.5.13)] 方 程 组 
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6.10 a, A) = D A B) (1, 8), 
(6.10) el ) 222 GO (à, B) 


0 < ol, A) < > A Z 


只 有 零 解 ,并 且 它 的 最 大 解 可 以 下 列 迭 代 方式 得 到 : 若 令 
w' (2,4) = 2/2, 
st A,B) m 
aad = 2 £ E ona, B),n 20, 
则 o. A) 随 n 增加 而 下 降 趋 于 最 大 解 、 央 而 有 
(6.12) o(a, A) 140，46 Z. 
男 一 方面 , H (6.9) 可 得 


W q(A, B) i 
iša, DSE Ev lā, B)I, 


iša, A)| <> A6€ @, 


H (6.11) 并 应 用 数学 归纳 法 容易 证 明 : VA € Z, n 20, ZQ, 
A)| <o”, A), TFAEH (6.12) 即 得 Iža, A)| = 0, ¿> 0， 
Ae 多， 最 后 ， 由 拉 氏 变换 的 唯一 性 定理 及 ul, A) 是 上 的 连 
BRNA G, A) = 0, : 20, AE P, 因而 UA) = (r, 
A), : 20, AEF, BD (6.2) 69 8emk—. O 

7. 推 论 G) 设 clu), plu, F), ues, FEP k (22) E 
义 , 由 此 按 (4.12) 定义 q.( A, B), A, BEF, i= 1, 2, Mih 
(2.1) 决定 的 选举 过 程 与 (9;( 4，B): A, Be F) 过 程 关于 HO, 
A) 对 偶 , 其 中 i 一 1, 2. 

Gi) 设 clu), plu, F), w€ S$, FEP 按 (2.4) 定 义 ,由 此 按 
(4.12) 定义 qt(4, B), A4, BEF, Wh (2.3) 决定 的 接触 过 程 
与 〈(qg(4，B):4，Be Z) 过 程 关于 H, 4) HA. 

(iii) 设 clu), plu, F), w€ $, FEF 按 (2.6) 定 义 , 由 此 
按 (4.12) 定 义 9:(4, B), A, BEF, WE (2.5) 决定 的 反选 举 
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(6.11) 


IES (4, 8):4，B € Z) 过 程 关于 Hn A) 对 个 . 
证 .注意 上 述 各 情形 中 的 V(4) 都 等 于 零 , 于 是 由 定理 6 钙 
得 推论 。 口 
8. 注 “如果 定义 
q(A, B), A, BEŽ, A B, 
GD WADAI- IA - |E ¿Ca + veo], 
AEF, i= 1,2 
其 中 (A, B), V(A), A, B€ Z, AXB, i= 1, 2 分 别 由 
(412) 及 (4.2) 定义 ， 则 (ẸCA, B):4, BE P) 是 一 全 稳定 的 
非 保守 9 秆 阵 , 当 且 仅 当 V(4) 三 0 时 ， 为 保守 9 EBE. 由 0 过 
程 理论 知 (ZCA, B): 4, Be P) 过 程 存在 .如 果 记 (A, B): 
A, BEP) 过 程 为 ({4i: :之 0},{PP: Ae 多 }), 则 仿 定理 6 的 
证 2° 可 得 
(82) G, A, B) A EPU (Au) vao]. 4, BEP 
满足 
(83) PAD — TICA, C)ÈU,C, B), A, B€ ÊP, 


cez 

这 就 是 说 Ph: B), 4, BEF 是 一 满足 向 后 方程 的 ,一 
(CA, B): 4, B € Z) 过 程 . 而 且 由 (8.2) 易 见 
(84) EQUH(a, Ai) E awt | 一 区 LO A01, AE P, 
其 中 ËD 表示 由 AO, 4, B) 构造 的 马 氏 过 程 的 始 FANS 
中 的 期 望 算 子 。 于 是 由 定理 6 知 tac: > 0) 55 (Au: t 2 0), 
LPP: Ae Z) 关于 Hi 4) 对偶。 

9. 注 ”如 果 接 触 过 程 的 定义 中 的 随机 矩阵 P 一 (p(w, v): u 
€ $) 对 称 〈 即 plu, v) = plo, u), u, vE 5)， 则 接触 过 程 限于 
xA [ze x: 3700) <=) 的 部 分 即 有 限 袜子 系统 上 的 接 角 


“es 


* 202 ° 


过 程 ) 就 是 它 的 对 偶 过 程 。 在 这 意义 下 ,接触 过 程 是 自 对 偶 的 . 
这 一 结论 由 下 面 两 条 引 理 即 知 其 成 立 . 
(a) 引 理 . 设 P= (p(w,v):w,v€5) 对 称 ,在 Xo 上 ， 如 下 
地 定义 矩阵 : 
c(#, m), Ú = m 
0, HE L >< x, 
其 中 el(u, m) 为 接触 模型 的 速度 函数 . 
‘9.2) aA —1 n) Š > 4(n, D). 


$ 


(9.1) ov Da | q Pe X, 


则 O = (4(m, Ú): Ú € X.) 过 程 唯一 (因而 不 断 )。 
WREX 与 9 之 间 建 立 下 列 的 双 射 : 


(9.3) NE X— A, A (x€ Sn) = 1) 6 S, 
并 令 
(9.4) 4(A,, Ar) Š 4@; Ú), m E X, 


MU (ICA, B):A, B € SZ) 即 为 接触 过 程 的 对 偶 过 程 的 2 矩阵 ,这 
RÆK, Cl, Eins EX) 过 程 即 接触 过 程 的 对 偶 过 程 . 
证 .出 接触 模型 的 定义 及 (9.1) 一 (9.4) 8138 n >< Ú h, 


l, s€ /,, Z. => AN, 
(A,A) = qs D =] 22) Pl)» EAr A = A Uiu), 
0, 其 它 A= An 
再 由 推论 ?Gi)，(2.4)，(4.12) 及 pC, v) = plos u) 知 (ICA, 
B):A, B € SZ) 即 为 接触 过 程 关于 H.G, 4) 对 偶 的 对 个 过 程 的 
O 矩阵、 于 是 由 引 理 5 知 由 (9.1), (9.2) 定义 的 矩阵 的 9 过 程 存 
在 ,唯一 且 不 断 。 口 
由 引 理 (a) 知 : 要 证 开始 所 说 的 结论 ,只 需 证 明 
(8) BUR 设 P= (PC 5):x ve S) 对 称 ， 则 接触 过 程 限 
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于 X, 25 (9.1), (9.2) 所 定义 的 矩阵 的 8 过 程 . 

iE SOs > 0,9 为 与 接触 模型 相应 的 马 氏 半 群 及 算 子 ， 
aln, Ú), nə 《EXo 22 (9.1), (9.2) FEX, ER 1e @ (0), 
m € Xu， 则 由 定理 2.5 知 SfE 多 (9), : >0, 于 是 


SK) — (OSON) 
t 
一 > c(u,n)1S (m) — SHC) 
“€s 


= 5 an, DESA) — SA 


《EXou 
= 21 gn, SONE) 
《Exo 


再 设 plt, C), n, CE Xos 220, X (91), (9.2) 定义 的 矩阵 
(保守 ) 的 8 过 程 , 则 由 向 后 方程 即 得 


£ |E aG, DG) | = E 40 [E aa pre]. 
£ lecx 1 “ex, = 


由 于 
SCO) = Ka) 一 È; P00), n€ X, 
《EXxn 


及 (9.1)，(9.2) 定义 的 矩阵 (保守 ) 的 9 过程 唯 --〈 因 而 此 矩阵 办 
流出 ) 知 
SW = 21 pG, m EF), + 20, ne Xo 
CExn 

再 由 DO) 在 C,(X) 中 稠 知 上 式 Vie C,(X) RE, 因而 对 任 
何 (X) INRA i 有 

| G, DO = D PwD), ne Xost 20, 

L 《Exp 


其 中 pln A) 为 接触 过 程 的 转移 函数 . S f= La B 
PC, 7,{6}) = polt, n Ú), £ > 0, n, š € Xa 
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因而 p,n, XO = 1. 口 

引 理 (>) 还 附带 地 证 明了 : 若 p, v) = pl, u) 则 相应 的 
接触 过 程 限于 X, 是 一 保守 全 稳定 的 2 过 程 , 其 2 垂 隆 由 《〈%.1)， 
(9.2) 定义 。 


$ 2 对 遍历 性 的 初步 应 用 


本 节 将 讨论 定理 1.6 对 遍历 性 的 一 些 初步 应 用 ， 对 于 选举 模 
型 和 接 独 模型 的 进一步 应 用 将 在 下 两 节 分 别 讨论 。 除 特别 声明 
外 ， 本 节 结果 对 $ 1 中 所 述 的 两 种 对 偶 都 适用 。 因此 (ue. n), 
Hin, 4), SO) 等 等 中 的 足 码 将 略 而 不 写 ,并 假定 其 中 的 G), 
plu, A), w€ S, AE Z 满足 (1.1.8), (1.1.9) 及 (1.1.10)， 设 
Aar 20) 是 对 偶 过 程 ,并 定义 
(0.1) r 会 inffz> 0, A,€ (@, {00}}}. 

为 了 更 方便 于 应 用 ,将 (1'6'1) 写成 积分 形式 是 适宜 的 ， 这 
就 是 

1. 引 理 ” 设 定理 1.6 的 候 设 成 立 , 对 于 we @(x), + 
(1.1) ALA) A | Hn, Anldn), AE P, 
uD uS), (2 0, MJ 


(1.2) A4) 一 > E, 
BEF 


exp (- f Va)as), 4 = z] ACB). 


特别 ， 若 VA) = 0, AE? B we， 则 于 是 对 偶 过 程 
14:20) 的 一 个 调和 函数 , 即 设 pG, A, B) 为 对 偶 过 程 的 转 
移 概率 ， 


(1.3) L(A) = > pli, A, B)A(B), AE F 
BEŞ 


证 。 由 (1.1)，(1.6.1) 得 知 : VALEZ, 


1205 ° 


ú (A) 一 | HC , A)d uS) 一 [sonc ,A)dp 
= | LIHO, 4)e dy 


= D E || BCs Bdn La(A) 
BEF 


.ee 人 (一 f VCAD4)| 


一 > Es [=e(-— f VCA )ds); A = B] (B) 


BEF 
故 (1.2) 成 立 . 4 V(A) = 0, AEF, EF 时 , w = ps 
而 由 (1.2) 知 


A(A) = 2) Eslliw(A)A(B) = > pl1,A4,B)A(B)O 
BES BEF 


2. 定 理 设 9 会 inf clu) — blu))> 0， 则 相应 于 c(u, 
n) 的 自 旋 变相 过 程 遍历 。 它 的 唯一 的 不 变 测度 > 由 
(21) 2(A) = E, [° (- | V4)as); r <ç, Á, = °| 


EA [er(- f VA)ds); z <, A, = toj] 


决定 ,其 中 SCA) 由 (1.1) (其 中 的 & 换 成 ») 定义 

进一步 , 若 we @(X), m A uS), W 
(22) la,(A)— A)| E20, 20, AEP, 

证 . 1” 由 于 (HC(:, 4), Ae P) 所 生成 的 向 量 空间 是 
Cyl(X), 因而 在 OX) 中 稠 ;所 以 由 (1.1) 及 ps 会 wS(CD) 知 若 能 
证 明 : Va € P(X), 4 £— co 时 AA) 有 同一 极限 ， 则 we 
P(X) 使 Vz € P(X) 有 m=>v, Am SGO 遍历 . 

2° 现在 来 计算 ie(4)。 由 于 (4(4, B):A, Be F) 过 程 唯 
一 且 (4(4，B):4，Be #) 保守 ,从 而 不 断 。 于 是 可 设 过 程 {4,: 
+ 之 0} 右 连续 ， 由 7 的 定义 知 4, = $ 或 (co), WH gA, B) 
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的 定义 易 知 VB e Z, 4(@, B)= 4((co), B)= 0, Heit 
为 (42:20) 的 吸收 态 , 于 是 


(2.3) z $s # 4, = $, : > r, 
; ” (ool, 着 A= (co),: > r, 


EE (2.3) 及 V(A); Hlin, A) 的 定义 易 知 
(2.4) f V(A)d =0, — ALOY) = A$) = 1, YuE PIXY) 
以 上 诗 解 及 引 理 1 即 得 : VAEeP, t>0, z€ P(X) 有 


(25) AA) = Sl Ele 62; 4 = B, r < NACB) 
BEF 


ri; 
+ S) E e PA”, 4, = B, r> iaCB) 
BEF 


= ETEA, 4, = $, r< n 


— =. [C fe, 2 S (oy, r < n 


+ P EC ld, 4, = B,r> CB) 
BE{p,{ om)) 
记 (2.1) 的 右边 为 r(4)， 则 由 (2.5) 及 1AB) < 1 得 知 


Jds 


(2.6) lá(A)— :(A)| < Este ra ; Á, = $, t: <<x < col 


-fr ade, 


+E,[e ; A, = (co), + < r < co] 


+ > Eae ls, A=B, t<r] 
Bip on 
由 于 当 <r B, AE ($, (co)), # A, S = $, 从 而 由 假设 
V(A) = X A) — bGO)>2 8, 


“EANs 


于 是 当 : 之 + 时、 
an a< f VCA )ds < f V (Ads, 
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H (2.6), (2.7) 8⁄4 Y4e Z, :>0 有 


2.8) 1AA) — rA < IP LA, = dl + PLA, = (coll 


+ > PAA = n) | < 2°", 


Bete. 

故 V4e Z. 
(2.9) lim f(A) = r(A), Yue P(X), 
从 而 we P(X), mA HS! 对 任何 z€ 多 (X) 成 立 ， 即 
SG) 遍历 。 

再 由 x= HO, A) CACX) RODA 

ôA) = lim lA) = r(A), YAE P. 

获 (2.1) 成 立 , 从 而 由 (2.8) 知 (2.2) 成 立 。 口 

由 于 定理 2 的 缘故 ,人 们 可 以 期 望 , 对 偶 技巧 的 其 它 应 用 多 数 
出 自 5(w) = 1, s€ S, 的 情形 。 因此 本 节 的 其 余部 分 都 作 此 假 
设 . 

3. 引 理 设 b(a)= 1, s€ $; re P(X) 且 当 clu, n)= 
elu, n) W, 7 = n; "4 elu, n) = clu, n) 时 ， 

Ta JI Hus 
“Es 
其 中 me Pdo, 1D 
pl{0D — GD = 2 ues, 

则 mwe P(X) 使 YS(2) = r, > x(t — co). B. 
(31) #s(A) = P,(A., = br < eo) — PA, = {0}, r < co) 

证 。 当 ó(a)= 1, x€ $ 时 , V(A)= 0, A€ Z, WMH 
引 理 1 知 有 
(3.2) VaE P(X), A€ Z#,:2 0, lA) = Esp(A)], 
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当 elu, n) = cu, n) 时 ,容易 算出 

1, A= ç$, 

—1, A= 11%), 
0, 其 它 Ae Z. 
而 elu, n) = calu, n) 时 , 若 AB359696, MJ 


(3.3) 7(A)= | aC, Adr, = 


HA) = [Hn Ayr(a) = JI | GO — Dilda) 
aea” 


l, 4 一 和 
-hn [一 wu(toi) + pl{1}))] =0, Á > $, 


若 423co， 则 
FLO- — JC ANooyr(an = PP 
故 仍 有 (3.3), FEH (3.2) 得 
(34) PA) = PA= A) — PAA = {0)), AEP 
由 于 odol 是 {Anr > 0) KRKE ID 54 :一 co 时 
(3.5) PsA = p) = P,( A, = p,T < t) — P (A, = @,z < co), 
PLA = {0D = P (A, = {0}, r<) 
PAs = Leo), z < e). 
M V4e 多 ,lim?(4) 存在 ， 从 而 由 定理 2 的 证 明 1° 知 a> € 


P(X) {E vy, = YS(z) > >(¿ — co), B (3.4), (3.5) 知 (3.1) 
成 立 . O 
4. 定 理 k b(n) 三 1, z€ S$. # 
(4.1) YAE P, Pilt < co) = 1, 
则 相应 的 自 旋 变相 过 程 遍 历 , 且 唯一 的 不 变 测度 > 由 (3.1) 决 定 。 
若 Vv43co 有 plu, A) 一 0, weSs， 则 (4.1) 是 相应 的 自 旋 
变相 过 程 遍历 的 充分 与 必要 条 件 。 
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证 。 由 定理 2 的 证 明 1° 知 : 要 证 定理 的 前 一 部 分 ,只 需 证 明 
Va e (X), im Ar(4) 有 相同 的 极限 。 事 实 上 ， 在 2) = 1, 


s€ S 的 假设 下 , 由 引 理 1 及 (2.5) 的 算法 ( 令 该 处 的 V(A) = 0 Bl 
可 ) 得 
ñ (A) = E [ñ(A,)] = E ,[A( A); r < z] + E,[A(A,.);r > z] 
= P ,(A, = ç, TS t) — PaA, = {0}, r < :) 
+ E lAl); z > z] 
—P,( 4, = pt < co) — P (A, = {0}, r < e), 


Gre) 
其 中 最 后 一 步 用 到 〈4.1)， 且 由 上 式 知 此 时 唯一 的 不 变 测度 > 由 
(3.1) 决定 。 
至 于 定理 的 后 一 部 分 ,首先 注意 : 若 Y4 co; 有 p(u,A)=0, 
#€ S, W wE F(a, 1)) (olu, 0) = 0) B nE Sla, 
DD Cau, 1) = 0). 25 (44) 不 成 立 ， 则 由 GD 决定 的 不 
变 测度 > 在 c(w, n) = clu, n) 情形 下 = mw， 而 在 c(u,n)= 
alu, n) WEFTS». AAH P (z < co) <1 时 ,由 (3.1) 知 


|] Gor, Ax.(a0)| = Un(0,4)1 = 1 = Ha 
|| O, Alan] = 54, D1 = 1 # A 


故 相应 的 自 旋 变相 过 程 不 遍历 。 口 
5. 推论 设 和 zx) 三 1，x6S. 车 
wsupelu) X, p, F)LIF S| — 1] <0 
ad FEF 
则 相应 的 自 旋 变相 过 程 遍 历 . 
iF. 由 (1.5.1), (1.5.2) 知 V4e 到 ,有 
P.G = ©) = lim P,G < r) = im P, Ə(A,&l9$, (co) 


= tim P,(|4, S| > 1) < lm E,| A, S| 
ise A 
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和 jiml4nsle” = 0, 
故 (4.1) 成 立 , 因 而 相应 的 过 程 遍历 . 
6. 推论 设 ¿G = 1, s€ S, B. VA300,u€S, plu, A)= 
0. i clu, n) = ca(x。?)， 则 相应 的 自 旋 变 相 过 程 遍历 的 充分 
与 必要 条 件 是 下 列 两 式 有 一 成 立 . 


(6.1) Vu€ S, Pa (z < co) = 1, 
(6.2) Vz € S, lim Pe (A, = $) = 1, 
证 . 1° 先 证 


(6.3) VAES, Palt < oo) = lim P (A: = $). 
34 A3co, B3oo 时 ,由 (1.4.12) 及 (1.4.3) 知 
aA B)= >) clu) D, plu, F) 


“A FU(A\w)=B 
=> c(u) 3 plu, F)= 0 
“ed PUA ya 
于 是 (9(4, B):A, B€ P) 过 程 的 转移 概率 满足 
(6.4) p(t, A, B) = 0, 453%, B 3 co, 


kw AEF 时 , A3 co 有 Pil <i) =P = 0), Mimi 
(6.3) KiE. 

2° H (6.3) 知 (6.1), (6.2) 等 价 。 而 条 件 (6.1) 的 必要 性 由 
定理 4 立刻 得 到 ， 因 此 剩 下 的 只 需 证 (6.1) 的 充分 性 。 由 定理 4 
的 后 一 部 分 证 明知 此 时 >€ (e C, )), 所 以 由 定理 3.3.4 及 
(u, n) 的 吸引 性 ( 引 理 1.3) 知 只 需 证 : 
(6.5) lim vS) = >p, = n, 


BRE ACXA 一 0， 亦 即 证 : #.((nGO = 1) = 0, Vues, 7i 
BME: 
(6.6) Vuc S, lim P, (u) = 1) = 0, 
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但 由 定理 1.6 有 
Dn) 1) = 1 — Pi Cu) = 0) ~ 1— EHu) 
=l — EwH(l, A,) = 1 — Pul A, = %). 
#k (6.6) 与 (6.2), 因而 (6.1) 等 价 , (6.1) 的 充分 性 获 证 
7. 例 (a) 接触 过 程 。 由 例 1.2(b) 知 此 时 6(w) = 1, sc S, 
于 是 由 推论 5 及 〈1.2.4) 知 当 


0> o= supl +) (+ pigro) 
s ven 


= —1 + (1 — mi plu, #)) 


时 ,过 程 遍历 。 故 
(7.1) re> (1 — infp(u,u)) 
对 于 基本 接触 过 程 , 则 有 
1 
(7.2) ke > 过 


应 用 本 节 的 方法 还 可 以 对 2, 的 下 界 有 改进 ,我 们 留待 $4 专门 讨 
论 接 触 过 程 时 再 介绍 。 


$3 选举 模型 的 不 变 测度 与 吸引 场 


本 节 先 给 出 选举 模型 关于 H.(n, 4) 的 对 偶 过 程 〈( 以 下 有 时 
称 对 偶 链 ) 的 另 一 描述 。 再 应 用 对 偶 技 巧 讨论 它 的 不 变 测 度 集 的 
构造 以 及 不 变 测度 的 吸引 场 。 

1. 设 选举 模型 的 速度 函数 


D plu, s)n(9), nlu) 一 0， 


(1.1) clu, n) = š — s€ S,n€ X. 
|E pDA — n(9)), u) =, 


其 中 P = (plu, v)iu, ve S) 为 随机 和 矩阵 , 即 P, v) 220, u, 
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v€ $, È pos s) = 1, ES, {S0 > 0} 是 与 之 相应 的 马 氏 


半 群 ,. PD = (pw v)iu, e€ S), : 20, 为 以 P 一 1(1 为 单 
位 矩阵 ) 为 2 矩阵 的 2 过 程 , 即 PG) 一 eP, 或 等 价 地 


aD p= E 2069), v€ Ss 20, 
n! 


n=0 


其 中 plu, v) 为 矩阵 Pr 在 (s, v) 处 的 元 , 即 以 了 为 转移 矩阵 
的 离散 参数 马 链 由 4 经 4 步 转移 到 。 的 概率 。 

由 (1.2.2), (1.4.3) 及 (1.4.12) 知 选举 模型 (1.1) 关于 Hin, 
A) 的 对 偶 链 的 2 矩阵 满足 
iida e # G) 43co，B3oo 或 (ii) 450%, B 3 co, 

4(AMeo), BM eo)), # Añ Bo, 
4, B€ 多， 因此 以 S€ 为 态 空间 以 (a (A, B); A, BES) 为 
9@ 和 矩阵 的 马 链 完全 决定 (1.1) 关于 Hla, A) 的 对 偶 链 , 故 今后 称 
(aCA, B): A, BES) 过 程 为 选举 模型 关于 Has A) 的 对 偶 
链 。 又 由 于 (4, B): A, BES) 由 
> plu, v), B = Au, u € A, 


vé Aw 


AB) Apu, v), B= (AW)Uv, w€ A, véd 
(1.3) 0, JtËŠ B= A, 
4(4) = —4(A, A) Š D 4(4, B) 


BA 


- >a — P(u,u)). 


给 出 ， 所 以 它 应 该 有 以 下 的 刀 划 : 

“(A 2 0) 为 以 SZ 为 态 空间 的 随机 过 程 。4, 中 的 点 若 不 
相遇 , 则 A, 中 的 点 独立 地 按 转移 概率 PO 运动 ; 若 某 些 点 相遇 ， 
则 每 次 只 有 两 点 相遇 , 且 根 遇 后 结合 成 一 点 不 再 分 开 , 仍 然 以 PGD 
与 其 它 点 独立 地 运动 ”. 

下 面 确切 地 叙述 这 个 结论 并 证 明之 。 
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设 u€ $,X, A (X,GD):i 之 0} 为 以 5 为 态 空间 ,以 PQ2),t: > 5 
为 转移 概率 且 X。(0) =u 的 右 连 续 马 链 。 再 设 {X。: LESI 独 
立 。 今 往 证 : 


G.) P( U U (x.G—) = X, x,G—) = X0) = 0, 
“€z€S 1>0 
3 ` 

即 以 概率 1 {X,:u€ 8} 的 任何 两 个 过 程 没有 共同 的 不 连续 点 。 


H TS 可 数 ,为 证 (1.4) REE: Vu,v €S,“ Se o, VN € Zy, 
有 


(15) PnGp( U (x.G—) = x.G),x,G—) XN) = 
O<: <N 
为 此 Va > 1, Vke Z,, + 


La AP (U (XG —) = X.(D, X,G —) ~ XO) 
Rct 


则 由 X。，X。 右 连续 、 独 立 及 [1,§ 6.1 定理 1.3] 得 知 
Ia < (fas, se(o, z] 


serje eersel 
一 P(ase(0, k] @ x ($+ :) =x (À 
"reed De rE) E) 

-e |- we G G- 
A - 092 


AEs 


于 是 
N) N 


P < D Ia < N2 N o (a — ç), 
AT 22. 2 


故 (1.5) 获 证 。 因 而 (1.4) RE. 
H (1.4), 将 基本 概率 空间 清洗 后 ,不 妨 设 


(1.6) > U le:X,G— , w) Se Xali, 0), X(t—, w) 
n EZR 
= X(t, o)) = $. 
故 以 下 恒 设 (1.6) 成 立 . 下 面 我 们 来 定义 4: 
HAE AES, A 

(1.7) r 0, AAA, nAdA > 1 

Ti 会 sup{? > 0, Xe), u € 4， 两 两 不 同 }。 
此 处 以 及 今后 约定 sup[0, oo) 一 co。 于 是 Xeo), o), u € 
4， 中 的 不 同 元 素数 必 入 x 一 1， 否 则 由 X.G) 的 右 连续 性 知 
vokgQ,， 3e = s(o)> 0 (ë Va <s, 8> 0 有 X,(z, (o) + ò, 
w) 一 XX,(T4(w), o), w€ A, 两 两 不 同 ， 这 与 tlo) 的 定义 矛盾 ， 
于 是 在 n 处 至 少 有 两 个 过 程 相遇 ,而 由 (1.6) 知 在 r 处 恰 有 一 个 
过 程 跳跃 到 另 一 过 程 的 位 置 上 . 即 存在 唯一 的 m = #(o) 使 
(1.8) pen: we ANa 两 两 不 同 , 且 

Xai(r 一 ) >= X,,(z,) € {Xu(T1): “€ ANG). 
令 


(1.9)4, A {Xiu € AY, 0S t< T A DAXT)i u E ANG 
设 Titte Tag fol ia; An 0 <: < r, 已 定义 , 则 令 
(1.10)rkhi 会 suptz > r,:X,G), u E AN, 8 1 两 两 不 同 }。 
于 是 各 前面 的 讨论 一 样 ,存在 唯一 的 fn 使 
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X,(ra a), HE AM. taal 两 两 不 问 , 且 
(1.11) Xa (Tra 一 ) > Xap CEs) E IX.,(z,+ J): € AN 
(l: a wrt}} 
令 
A, A {Xain E AN... Hr} Th EF STH 
A... Š iX,(z, a): € AM rnt) 

综合 上 述 定义 及 讨论 易 知 : 令 Ff 会 {Xs(s):w€ A, s <S r), 
W G) 所 有 定义 的 ro # 都 与 口 及 4 有 关 ， 且 Vr 过 0，{frk 委 
tE F$, VCCA,||C| =k, {rt S: Ten {fo t h) = 
Che Zi; Gi) rx WAR < |A| — 1 B. r, <t <e < Taio 
若 rt(o) = co, MJ relo) 一 … 一 zMi-i(o) = co; Cii) A= 
n— k, 33 r, S<: <, 时 , 且 

(r<: < Tin} = LA, = {Xiu € AM8 Baho 
(1.13) dri Sr < Teo {fi tt Ra) = C) = (A, = (X,G): 
ue ANC1); 
(iv) V: > 0, A.C (X,G2):x € A). 

下 面 的 引 理 便 是 前 面 所 说 刻 划 的 确切 叙述 。 

2. 引 理 设 Vu€ S, X, = | X,G):: 20) 是 以 ee 为 转 
移 概 率 ,以 5 为 态 空间 且 X.(0)=x 的 右 连 续 马 链 , 且 X., ues, 
独立 。 YAE S, B (1.7) 一 (1.12) 定义 {44:1 宇 0}。 则 G) 
{4:1 20) 是 选举 模型 (1.1) 关于 Has 4) 的 对 侦 链 , 即 为 以 
S 为 态 空间 ,以 (1.3) 为 2 矩阵 的 2 过 程 。 

Gi) VAEZ, AC {Xu € A}， 因 而 Va € P(X) 有 
(2.1) Esp(A,) > Esi({\ Xi):ue A}), +> 0. 

Pa, E, 表示 Á = A 时 , {4,:t 2 01 的 概率 分 布 及 相应 的 数学 
Ha. 
证 . 1? 给 定 A= {ms u )8€ SZ, l Fi Q lis < 


aaz) Í 
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t), Ff 如 前 ,并 设 Be 9， SHWE: V; < 
(2.2) P (A, = B|# = P,(A, = B| AD), 
即 要 证 : VF < @2, 有 


(23) |, PaA, = BIF dP, = | PAA = BIA)dPs. 


而 由 (1-12), (1.13) 
(2.3) 的 左边 一 


taa 
(2.4) = > > Í. [ereen rot =O AmB A Xu and P , 
tmo 884 
由 于 PCF, {Ls <tn lhs- ttr, ia) = C) € FY 
(Xu & `: X,,) 是 马 程 及 lides, A sat Xu ne AC 是 {Xa(r):u€ AN 
C, rels, 1]) 的 函数 且 F fn A ¿(X,(r) WE A, s< r <t) 
可 测 , 故 
(2.4) 的 右边 的 每 一 项 一 
(25) 一 Í Ieee msaieoPA A = B, A, = (X.( O): 
u€ ANC) 7 NaPps 
= | A, = B, A, = {Xs): 
ue ANC1|X,(s), u € A)dPs 
以 下 往 证 : 
(2.6) Pa(A, = B, A, = {X,(s):u € ANC1IX,(s), z€ A) 
= P4(A, = B, A, = {Xs):uE AC} 
HX) iu € ACH 
由 {Xs(s):wE C) 5 {Xiu € AC} HAZ, liend = eywe AQ 
是 (X.(r): <r <, uE ANC) 的 函数 及 条 件 期 望 的 定义 可 得 
(2.6) 的 左边 = P (A, = B,A, = (X,Gs), u € ACY IX), 


ue ANC). 记 ANC = imot o unib D 表 展 布 于 (1,2,…， 
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n — i) 的 一 切 排列 c 上 的 和 式 , 则 ( 2.6) 的 左边 
一 D, PA= PB,A = X.(O:u € ANC}| XC) 


Wei; e S 
= Wi, 1<i<n— Dl gs WW; MSi» 
= X DPp(4=B,4—{X():ue ANC} X") 
{Wi Wn iS s 


= Wopsl Si<n—N): Ts, WwWatn 1<i<a—j) 


与 Xu(s)，"…*，Xm_;(s) 的 顺序 无 关 生 《Xuw(s)…*, Xa, . (s)) 
可 测 , 因 而 (X (s, Xs. (1) = (X.G(s): € ANCY 可 测 . 
故 由 ol({Xs(s);iw€ ANCY)C o(X,(s):u € ANC). 及 条 件 期 望 的 平 
滑 性 知 (2.6) 成 立 。 由 (2.4) 一 (2.6) 得 


QD Í| saa BIFU, = | yp. 
此 处 
lA =t 
1= >; È PA= B, A, = (X,(s):u € ANCII(X,G2): 


&=0 CC. 
icim 


uE ANCY) «Trereris thri pec 
mh (1.13) 知 了 是 oA) 可 测 的 ， 即 3g: S — R 使 Ko) = 
g(A(w)), o € 0. 于 是 由 (2.7) 及 FEP ERER PA= 
BŽ 1) = g(4), RAR oA) 取 条 件 期 望 , 即 得 
Pa(A, = BIA) = E [E [l =m F 4114] 
= E lg(4:)|4,] = g(4) = PA, = B| #?. 
故 (2.2) 获 证 。 
由 于 (2.2) V4e F RMA, > 0, + > 0} 具 有 马 氏 性 ， 
由 Xs, w€ 3， 的 时 齐 性 及 独立 知 {4,:1 201 具有 时 齐 性 。 
2° 今 往 证 : {4 之 0} 是 以 (1.3) 为 0 矩阵 的 8 过 程 。 
给 定 AES, Wk An t220 为 按 第 1 目 定义 的 过 程 ， 于 是 
plt, A, B) A P,(4A, = B), A, BES, +: 2 0, 为 {4:1 > 0} 
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的 转移 函数 。 我 们 来 证 明 它 的 标准 性 : impl, 4, 4) = 1, 
由 X,, w€ 4 的 独立 性 及 [1,5 6.2 定 理 1] 知 
pG, 4,A) = P,(A, = A) > P,(X.G) =u, u € A, s Si) 


= II PX) = u, <1) 


“Ed 


= [] expl, u) — 1X} > 1—0) 


因而 标准 性 获 证 ， 由 姚 过 程 的 知识 知 , 它 的 2 矩阵 (P'(0, A, B): 
4, BES) 存在 ， 于 是 要 证 明 它 就 是 (3). 首先 由 第 ( 目 知 
lal} AIS iB) > 14| 时 有 pG, A, B) 一 0, Vi 20, 于 是 
有 
(2.8) 当 [B| > [Al p'(0, 4, B) = 0. 

对 于 18| < 14| 的 情形 、 首 先 由 Xe u € A, 的 独立 性 经 直 
接 计算 可 得 
(29) f Paco Xna +r KaD) = Corsa Da) hom 


= > Curs so) JI Gas 2)» 
j jal 
其 中 q(uk, vr) = plur, uk) 一 8lurs vr). 
给 定 A= (u, uY € S 令 
t Ó sup(z > 0: 4, = A}, £ A sup(z > 0:X,G) = u, u € A) 
显然 T<, Eh (1.6) 可 推出 < r, Ë 
(2.10) r = £. 
以 下 分 三 种 情形 讨论 : 
情形 (a):B = 4。 由 Xusxe4 的 独立 性 (2.10) 及 [1 ,8 6.2 
定理 1] 知 
er, — p (A, = A,s <14) = P,(z > :) = P(t > :) 
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= P (Xuk) = u, Vs€ [0, t), z € A) 
= J] exp{ (plu, u) — 1):}, 


故 得 
(2.11) p(0, A, A) = > (plu, u) — 1). 


2 Bx AR h 11, 6.2 定理 1] 知 

(2.12) P(t St, A = B) = (1 — explip (0, A, A)1) 
. Pp(0, A, B) 
—P(0, A, AY 

情形 (b): B *< A,|B| = Al. W B = (so 09.1. iE a= 
Cins tiatn), V = (Ws Vn) TV) A (na Vow)), PCU, u, 
v) 会 P(X (D), Xa) = o), 2) BRAE (1,2,-..,n) 
的 一 切 排列 "上 的 和 式 . 由 (2.10), [1,s 6.2 EBE 1], (2.9) K 
(2.11) 

Palt St, A = B) = P(t < t, A = B) 


= DPX), X, (0) = u, <, 
(Kalë) X, .(F)) = ov)) 


= DU euro, D SOS 


= ep lip: p(0,u, ov)) 
DA plipl0, 4, A Tg 4) 


5 (2.12) 比较 ,并 由 《2.9) 即 得 
(2.13) p'(0, A, B) 一 > p'(0, u, ov)) 
E pe, B = (Au) Uv, uE A, vé A, 
0, ŻE B> A,|B] = |Al. 
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情形 (e): |B| < |Al. 此 时 {r <i, A= Bl = (r = r,, 
r Kt, A, = B}, IBH26 1 BA |4r,| = 14| 一 1， 故 有 
(2.14) 当 |B| < |A| — 1 B$, Pst < :, A= B) = 0, 
因而 由 (2.12) 知 
(2.15) 当 |B| < |4| 一 1 Bf, p'(0, A, B) = 0. 
当 |B| = |4| 一 1 时 ， 则 由 第 1 目的 r 的 定义 及 (18), 
(1.6) 知 
(2.16) {r <t, A = B} = {r =r <t, A, = B} 
f: <t; X,(s) = o, Vo € A, s€ [0, r); I 
uca (X(T) = v, Yv € ANu; X,(z,) € ANa = a} 
于 是 当 B 4 时 ,上 式 为 空 集 ,因而 P.G <t, A = B)= 0. ik 
由 (2.12) 知 
(2.17) HBAR, P(0, A, B)= 0. 
当 B= Au 时 ， 记 uP = (---, ukas Mix upo “**)， 则 由 
(216) [1,$ 6.2 定理 1], (2.9), (2.11) 
P (r St, A, = B) 
= 21 Pan Kt, (Xas), t X. (0) = u, Vs € LO, 
joek 
t); (Xati) X, (z,)) = ut) 
= 21 (1 — eptzp'(0, u, u)}) POO. u, a?) 


i —p' (0, u, a) 
za — exp(zp'(0, A, A)} 
z: — p, 4, 4) PG ui) 


与 (2.12) 比较 即 得 
(2.18) 当 B= Av Bi, P(0, A, B) 一 > plu, v). 


综合 (2.8), (2.11), (2.13), (2.15), GIN, (2.18) 即 得 
(2.19) (P'O, 4, B): A, BES) 就 是 (1.3)。 
至 此 G) 全 部 获 证 ， 


22J。 


3° Gi) 的 第 一 个 结论 在 第 1 目 已 得 到 ， 再 由 上 的 定义 即 知 
(2.1) 成 立 , O 

3. 引 理 设 (XG): 20), (YG2O:: > 0) 为 以 5 为 态 空间 ， 
以 PG) = e": 为 转移 概率 的 右 连 续 马 链 ， 且 相互 独立 ，Vx， 
yes, + 


G) E, y) A Pan ( U (x(G) — YO) 


= Pez, (z > 0 (Ë XG) = YG)), 
其 中 Pam 为 以 《x*，y) 为 初始 状态 的 马 链 {XC), YO) > 0) 
的 分 布 , 则 Vx, yes, 
(3.2) lim gX, YO) = Is, a e. Pan) 


其 中 ES f) UU {1X0) =Y} = {34€ [0, co), Zoo 使 


s=1 :Pn 


X(ts) = Y(z,)). 
WE, H (3.1) XO, YO) 为 时 齐 马 链 知 Vz, y€ S, 


(33) XHY) = Powen ( U 1X6) = Y(9)) 
20 


= Eel ICX), YG2))] 


U co=yay 
> 


= Een ll 1,]; 


U xoen 
> 


其 中 多 ,会 of(X(r), Y(r):0 < r <). 于 是 由 (3.3) 
(3.4) Ecg (XG), YO) = Ec, LEl Uecreol 
(XC, YAN 
= Pam (U (xG = YOI) <€, »), 
# Vt 之 s， 由 时 齐 性 及 马 氏 性 及 (3.4) 得 
Es lX YG) |Z] = Ew [g(XG), YG)) CXC), Y (s))] 
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= Eyong (X — s), YG — $)) < g(X(s), Y(s)), 
即 (eCG), Y(0):: 2 0) 是 一 有 界 非 负 上 蒜 。 rH hik kum gd 
[3, 定理 3.10] 知 
(3.5) lim g(X(2), YC) = L, a.e. (Piy) 


存在 。 下 面 证 明 (3.2). 
WKE, Vne Z, H (XO), YO) 的 右 连续 性 知 
U {xX() = Y()} 
:Fe 
可 测 ; 由 (3.3) 知 
(3-6) 18X Cn), Y) — Hel < Eel J 
>s 
+ IE¿c.o[Iz|.%,] — lel = la + >, ( 设 ) 
Hk QGEPD 13, Z 2.18] 知 
(3.7) ml, = 0, a. e. (Pay) 


令 


一 je 多] 


AXU) 


A 一 
En 会 sup 17 U xy Iel, 
:Ze 


WOSE 三 2，5m 一 0(m 一 c), 于 是 再 由 车 收 合 定理 [3， 系 
2.18] 知 
Em h, < lim E... [£ ,,|.# n] = Ec [Ë ,|(X(r), Y(r)), 


0<r <0] =š, —Ü0 (m— oo), a. e. (Piy) 
-由 此 式 及 (3.6)，(3.7) 即 得 
lim g(X(a), Y(mn)) = Ie 
再 由 (3.5) 即 得 (3.2). D) 
4. 定 义 对 于 转移 矩阵 P= (plu, e):u, e€ S), $ 上 的 有 
界 实 函数 ,如果 满足 
(4.1) D plu, v)aly) = alu), Vu € S, 
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则 称 e 为 P 的 一 个 有 界 调和 函数 。 记 
(4.2) Z 人 ta:3 一 [0,1] 且 为 忆 的 调和 函数 }， 
选举 模型 的 不 变 测度 与 多 ” 密切 相关 。 特 别 ， 它 的 不 变 测度 集 的 
极点 与 Æ 的 下 列子 集 A 密切 相关 . 
容易 证 明 : Vac ZZ, Yne Z, 


(4.3) 2 pe valu) = alu), uE 3, 


若 XO 是 以 PG) 为 转移 概率 的 马 链 , 则 XO), +: 之 0 是 关 
于 g 域 族 o(X(r):0 < r <1), 1 宇 0 WERA. EXE, V> 
$, 


Esla( XO)IX(r), 0 <, <s) = E,le(X(0)|X(s)] 
一 Exolla(XG — #))] = 2 p,-,(X(8), valv) 


一 = > G "a: > Pp'" (XCs), v)alv) 


-eaS E> XO) = AXC) 


n=0 


故 tim a(X()) a.e. FE. EX 
UA) A*A la 6 2 lima XG) 一 0 或 1 在 B 上 a e. 成立 } 


其 中 为 引 理 3 中 所 定义 的 集合 。 

本 节 将 要 证 明 的 主要 结果 是 下 列 的 定理 5,6. 以 下 我 们 将 采 
用 第 1, 2 目的 记号 . 

5. 定 理 设 已 不 可 约 , 对 ce 多 , 设 we P) 是 具有 边缘 
分 布 
(5.1) y lnin(u) = 0} = (s), 

vainin(u) = 1) = 1 — alu), 

的 乘积 概率 。 则 
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(i) Vae Z apat P(X) (EvS) > pali — 0)H € Z, 
Gi) po{n:n(#) = 0} = ol(u), uE S. 

Gii) S. = (asta € 8f*) 

这 个 定理 将 选举 模型 的 .和 的 构造 问题 归结 为 E 的 构造 。 
6. 定理 设 忆 不 可 约 。 

G) 设 pe P(X) B ce 多 Nj SG) => u HENS 


(6.1) lim > plu, v)AlUv}) = alu), Vu € S, 


(6.2) lim D) P(e, u)P (a, van, v}) = a), Vz € S, 


成 立 。 
Gi) 设 Vu,v€5, glu, 0) = 1, 多 “一 {0,1)(〈 即 以 0 及 
1 为 值 的 两 个 常 值 函 数 ). 若 1e [0，1] B we @(X), W 


(6.3) uS) > w + (1 — 2), 

当 且 仅 当 

(6.4) Vues, lim 2) pu, v)AUv}) = 1 
RU. 


这 是 选举 模型 的 基本 收敛 定理 ，(i) 给 出 了 + 属于 m 的 吸 
引 场 的 充 要 条 件 ， 而 Gi) 给 出 了 当 Z= {vo m) 时 ，( 此 时 
一 {19 十 (1 一 42)w:4€ [0, 1]}), 任 一 不 变 测 度 的 一 个 刻 
RI. 

下 面 我 们 通过 一 系列 引 理 给 出 定理 5, 6 的 证 明 。 

7. 引 理 VAEZ, ES 
(7.1) gA) APA] < lAl, 对 某 : 之 0 成 立 ) 
(注意 当 zx 关 ?，&g({tz，?y}) = gl, y)). 设 P 不 可 约 且 a€E 
则 

G) pa 一 lim voS(z) 存在 (此 处 航 限 意义 为 测度 琵 收 伍 ); 
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Gi) po € Z; 
Gii) VAES, 0 < flA) — $.( A) < lA); 
(iv) Vu€ Š, paln:n(#) = 0} = alu). 
因而 定理 5G), Gi) RE. 
VAR. 由 引 理 2(Gii) ($ Q1) 中 的 4 一 za) 及 
&C4) 一 pla:a(x) = 0, u E A} 有 
(7.2) E 4al A,) > Esds( {Xu E AY) 
= E, [| vina (Xe) = 0) = [|] Ea) 


aka 


一 JI [>= plu, velo)]| 一 也 alu) = ô A) 


由 此 式 及 马 氏 性 知 当 上 > 之 0 时 ,有 
(7.3) E.C A,) = E [E L5,(A,)1A,:0 < r Ss] 
E [E ,[5.(A,-,)11 > E .,( A,) 
故 VALES 极限 lim Exfs(A1) FER > fA) IB 51382. 
(参看 (2.3.2)) 及 定理 2.2 的 证 1° 知 Ipa € 22(X) 使 
VS) = pas H VAEZ, 

(7.4) f(A) = lim E bal A,) > š. CA). 
故 G) WE. 

其 次 Vi€E C,(X), 120, 

| unus = lim j Sfd(».5(5)) = lim fse + s)fdva 

= lim | sa = | fda, 

故 me .和 

由 (7.4) 知 &.CA) — ôA) 2 0， 因而 要 证 Gii) 只 需 证 
Êl A) — P(A) < z( A). EEA, = AA A, = 1X,G2: 
we A), TH (74) K (7.2) 的 计算 知 
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hal A) 一 加 (4) = im [E #.(A,) — E 1al tt) uE A})] 
< lim E ,[56.( A.) — ali X, a): € Al) lla2<a 
< lim P,(14;| < JAD) = z( A). 


此 处 {Xue A) 理解 为 随机 变量 X。(z)，xwe 4， 组 成 的 集 . 
REHA 一 1 时 ,由 引 理 3 知 g(A)=0, FEH Gii) 知 Yue S 
有 
Bal{n:n Cu) = 0}) = fal{1}) = 6.((u)) 
= x.1n:n(u) = 0) = alu). O 

8. 引 理 i ac @ K x€ @(X) WE (6.1) K (6.2), W 
(8.1) lim SCE) = no 
注意 这 就 是 定理 6(i) 的 条 件 的 充分 性 . 

证 . 由 AA) = E ,ACA.)E. mm 的 定义 知 为 证 引 理 只 需 证 ; 


(82) VAES lim |Esp(A) — E, Iw] =. 
h (6.1), (6.2) 得 知 : YuE S, 
(8.3) D po O — (0) —— aG, 
事实 上 ,由 (6.1) 知 
E, [> pe DO — (0) | = E pen Dade Tal) 
由 此 式 及 (6.2) 即 得 
z. [E sa, yG a0) ad] 


= DB) plu, n)P,(u, vi) El — n(s))(1 — n(e2)) 


— 2a(u) > P,(u, r)A((6)) + elu) 


— a (u) — 2a(#) : a(#) + o? (u) = 0, 


故 (8.3) RY. 
由 (8.3) 知 Y462” 。 


I (Ere, dA)) ST atu), G — eo), 


ry pr 
因而 ( 设 A= {*,.…，x,}， 下 同 ) 
(8.4) lim Esi({ Xe):uE 4}) 


= lim Esp({n:n( X(t)) = 0, uE AY) 
= üm g, |Ë, (TJ a — r(x.))) 


= im E, [I (> P.G, v) 一 TON)! 


“EA 


= I e). 


£ r inf[;> 0:14] < n} = inf [ç > 0: Bu. vé A, u*v, 
X,G) = X,GD), Wr Re c- 域 族 oe(X。(s) : <, we A) 
1220 的 停 时 , 令 多 ,是 + 前 o- 域 , 则 由 (X (O: 2 0) 的 强 马 
尔 可 夫 性 及 (8.4) 知 
(85) lim E,,[A(1X.G:u € AY), r < œ] 

= im E I E A((X,(O:u € A}), r < :|.% .11 

% lim EdEwxnaeni({Xs(t — r):u € A}), r < £] 

= Ea [TI “GZ, r < e]. 


uea 


于 是 由 此 式 及 (8.4) 得 
(8.6) lim E.LACA), r = 0] = lim EslA({ XK: uE AD, 


T= e] = m EAUX): uE AN 
— lim E |a X,G):u € A}), z < eo] 
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= I] a) s, |H G.G, r< e], 


“A “eas 


再 仿 (6.4), (8.5) 的 方法 可 证 : 
im E, [T e0] = TI eo, 
im E, | JI e00); + < œ| 
= E, |] <o]. 
于 是 由 (8.6) 即 得 
(8.7) lim Esp(A), + ~ eo] = lim E, [II Xe), r = >] 


= im E, |J] e), r= <]. 


“ed 


最 后 我 们 应 用 数学 归纳 法 及 (8.7) 来 证 明 (8.2). 414l = 1 
时 , (8.7) 就 是 (8.2). it (8.2) VAES ,|A| < 成立. WAE 
S ,\A| 一 n， 则 由 (8.7), 强 马 氏 性 及 归纳 假设 知 


im E, [aca — TI aG] 
一 imB， [GS -Il a(u)), i= œ] 
+ im E (at) — I atu)), r< “| 


= im E4 |E, |an- J =e], £ <=] = 0. 


最 后 一 步 用 到 在 tr < co) 上 |4:| <n O 

9. 定理 6 的 证 明 1" 先 证 Gi). 首先 注意 : Vues, (u, 
g) 一 c(x，1i 一 0， 故 vo neS. 由 定理 22 的 证 1° 3 
m 会 pkSG) > Lw + (1 一 2)w 等 价 于 
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Se 
(9.1) VAET â (A) — v + (1 — 2)>,)( A), G — eo), 
而 
Say 
Q+ (1 Ti) A) = 25 (N Inine) 一 o) 


"ea 


+ QD N ima = 0)) 


k A > o, 
l 4 = $, 
故 (9.1) 等 价 于 (由 AA) = EAC A,)1 É Alp) = z,(X) = 1) 
(9.2) VAES, AX p, lim E ,A(A,) = 2. 


当 A= {u} B$, (9.2) 立刻 导出 (6.4)。 因 此 要 证 Gi), FOB UE 
(6.4) 导出 (9.2). 

令 r@inf (e> 0:14,| = 1), 于 是 要 证 (6.4) 导出 (9.2), 
内需 证 : 
(9.3) Pst < oo) = 1, VAES. 
事实 上 , 若 (9.3) 成 立 , 则 由 强 马尔 可 夫 性 知 

linn: E ,ñC(A,) a E.[lim Eap( 4,)] 
再 由 |4:| = 1 K (6.4) 8] GE A = U) 
lim Esf(4,) = im E, AXXa) 


= lim D Plus vade) = 2. 


由 上 两 式 即 知 (9.2) 成 立 . SEHE (9.3). 设 re A re(4) 为 第 
2 目 所 定义 ， 则 r。 是 不 降 停 时 序列 ; 由 引 理 2 的 定义 及 X.C, 
we 4， 以 概率 1 两 过 程 相遇 A z(s, e) = 11)。 所 以 必 有 一 有 
限 正 整数 m 存在 使 r = Tna. e (Tan 一 0) ERE x, v€ A, 
令 buw, 会 inttz> 0: XU) = Xh, MJ r STan RH 
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gluv) = 1 知 Pilta < oo) = 1, # 
P (x, < eo) = 1, 
类 似 地 ， 可 证 : 
Pa, ((z.+a 一 rt) < co) = 1, k= 1, 2,---, m — 1, 
于 是 由 (r < co) € F., 及 强 马 尔 可 夫 性 知 当 km 一 1 时 
Pilran < 0) = fugam Pra — a < col Fi)dPs 


|. P. (Tht — r+ < co)dP, = P ,(r+ < co), 


故 (9.3) 成 立 。 
2° 再 证 G) 注意 (6.1), (6.2) 的 充分 性 已 在 引 理 8 中 证 明 ， 
今 往 证 它们 的 必要 性 . 由 p > x, 知 VA6€ S 
(9.4) ñ, (A) = E ,ñ( A) > áA), 
当 A= {u} 时 ， 


E.ñ(A) = EAX G) 一 BD) plu, DAH 


而 Aal A) = fal lu}) = paini nlu) = 0} = alu) ( 引 理 7(iv)), 故 
由 (9.4) 知 条 件 〈6.1) 的 必要 性 获 证 。 剩 下 只 要 证 〈6.2) 的 必要 
性 。 今 往 证 之 

首先 注意 : Vx s, 


<| plx, u) — nlu)) — alx) alda) 
= D) pla, u)P.(z, v)Alu, v}) + el) 


— 2a(z) D, ple, oa) 
H (6.1) (已 证 ) 得 
lim 5) ple, u)pla, v)u 9}) Sela). 
t “w 
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因此 要 证 (6.2) 需 证 
Bm 之 Plx, u)p llr, v)AU u, pi) < (x), 
设 (X(2: :>0}, (YC): 220) 满足 引 理 3 的 假设 , 即 相互 独立 


的 以 3 为 态 空间 以 PQ) 一 ("iy 为 转移 概率 的 马 链 。 于 是 归结 
为 要 证 : 


TE Eol AXO, YON — Xal) < 0, 


29 T ERER, SIAE ERROL ERE E 5 E 上 的 数学 期 
W, Hh E 2518 3 中 所 定义 的 集 , 即 证 明 : Vx,y€ 5， 


(9.5) lim Eal AXA, YOY) — al Xl) jal Y(2)), E] < 0, 
(9.6) lim Ea [AC(1X E), YOH — a(X Nal YN)), Et] — 0. 


È NAOI, r, inffi > dnai X) YY), = infíz > rn 
XG) < Y()), n> 1, Mosi S< r, Lonn 之 1, Z. Ta 都 是 售 
时 且 有 


(9.7) E= Ü N (xe) = Y())= Ü {oni < ,To=00}. 


s= s>" w= 


由 (6.1) 及 强 马尔 可 夫 性 知 : Vn > 1, # 
(9.8) in EQ. [A([X(s))) — a(X(9), ani < ©, r, < oo] 


一 im E. [ E... [A([X()1) 


— eX F e la oo < co, z, <O] 
"x Enllim Exe pl AUX 


— a(X() ,oor < OTa < 0] = 0, 
再 由 (6.0 知 Vn > 上 有 
(9.9) lm Eul AUXOH — e(X0)), 0r < os 
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t, = co] = 0, 
WH (9.7), (9.9) 及 控制 收敛 定理 得 知 : Vr, y€ s, 有 
(9.10) lm Ea, L 6(1XG))) — a(XG2), Es] = 0, 
因而 由 (6.1) 有 
(9.11) im E. [A XG))) — a(XG)), E] 一 0。 


再 由 alu, v}) = ulin : nlu) = nlo) = 0)) 
< ulin: nlu) =0}) = âlu}), ae 多 (因而 在 E 上 
lim a(X(2))a(Y (z)) = Llima(XG))]1 = ima(XG))) 
及 (9.11) #8 (9.5). 
AE (9.6), 首先 注意 (8.1) 一 > (8.2), 再 在 (8.2) rh, 令 
4 一 txz,， y), z€ y, BD 
(9.12) lim Eal AUXG), YOD 一 XY] = 0, 
类 似 于 (9.8) 的 证 明 可 得 : Yn 之 1 有 
lim E., [8 XG), YO) 一 acCXCG))cCYCGD))， 
an- < co, r, < co] = 0 
由 此 式 及 (9.12) 得 : Vn2> 1 有 
(9.13) lim Ecl AUX, YOH 一 a(XG2)a( YO), 
Ona LO, r, = ox] = 0 
h (9.7), (9.13) 及 控制 收敛 定理 即 得 (9.6)、 口 
为 了 证 明定 理 5, 我 们 从 证 明 下 列 有 独立 兴趣 的 引 理 开 始 。 
10. 引 理 设 Q = (glu, v):u, vE S) 是 保守 2 和 矩阵 , 且 “会 
suplglu, u)| < co, QG) = (q.(u, v); u, ve S) 是 它 的 8 过程 
的 转移 概率 。 若 有 S 上 的 有 界 数 f 及 某 一 序列 r, — co 使 Vues 
elu) 会 im 21 gplus v) f) 


FE g;S— R 是 QG) 的 有 办 调和 函数 , 即 
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D alu, sv) go) = glu), Vuc S, r > 0, 
证 。 要 证 引 理 , 只 需 证 : Vue S, , 220 
(101) Im S lg(a, v) — q(u,))| = 0. 


定义 Pe 1 + cQ, W| P E S 上 的 随机 甜 阵 , 且 0 — c(P — D, 
于 是 QG) = e% = erte, BJ 


(102) qu, v) = “> e Palu, v), us v ES, i20 
由 此 易 见 要 证 (10.1) 只 需 证 : Vs > 0 
ec (+£) -1|=.. 


为 了 证 明 (10.3)。 设 (NG): : 2 0) YASA < 的 普 硅 松 过 
程 , 则 


(10.4) <“ |” (i 4 n T || 


(10.3) lim cm 六 “D 


n=0 


而 E[r'NG2) — c]! = ELING) — ENF = e — 0 (4 1> 
œ), ik NG) — <， 因 而 
s NO) s V]: NO) r me 
ua qe elep ea 
另 一 方面 容易 计算 


(10.6) E [G + +y] -5 _ > O) 


s=0 


Dt et _ 
re 
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由 (10.4) 一 (10.6) 及 L, 收敛 定理 即 得 (10.1), O 

由 于 选举 过 程 的 对 偶 链 (4: 2 0) 的 14,| 不 增 ， 于 是 引 理 
10 有 下 列 的 推论 : 

11. 引 理 设 (S(O:: > 0} 是 选举 模型 马 氏 半 群 ,ve P(X). 
车 aàr} C [0, co), 一 00 及 pe PK) 使 

VSC) => p(n—> co), WU z€ Z. 

证 。 由 于 对 选举 模型 来 说 ACA) 一 EAA), WAER, 
只 需 证 : AA) 一 Esp(41), BILAAN Ae SZ) Es (At 201 
的 亩 和 函数 ， 而 由 假设 知 
U11) VAE SAA) = im s, (A) = lim E 6CA,,) 

= lim Ð) p(z,, A, B)6( B). 


em fe 


其 中 pG, A, B) E {441:: > 0) 的 转移 概率 。 因 此 自然 想到 设 
法 应 用 引 理 10 来 证 明 本 引 理 。 

为 此 首先 注意 由 引 理 2 知 选举 模型 的 对 偶 链 (4: : > 0} 满 
RE |4,| 和 lAl, AM pG, 4, B)=0 当 18| > |A|. 故 对 
任何 自然 数 k, PORCA, B) A, BES), Zi DJAZ: 
141 <k}, 是 8 过 程 ， 它 的 8 矩阵 由 《1.3) 定义 ,不 过 其 中 A, 
Be 94。 于 是 由 (1.3) 知 


sup {lq(A, A)|: A€ Zal = sup P (1 — pluu) AES a} 
< k < co. 
BD Pi(z) 满足 引 理 10 的 条 件 。 因此 由 引 理 10 得 知 当 14| < 4 
时 (注意 此 时 (11.1) 中 的 D 可 改 为 D) 
BEF 


了 eg9x 


ACA) 一 X, pG, A, B)A(B) = X pG, A,B)6(B). 
Beg 


BES: 


由 于 《可 和 任意, 故 引 理 获 证 , 口 


° 23$ ° 


下 面 两 条 引 理 是 辨识 选举 模型 的 -4 的 元 的 关键 。 它 们 断 
言 : 对 uE, EER lu), w€ S， 在 一 定 意义 下 浙 近 地 独立 。 
12. 引 理 设 P 不 可 约 。 若 z€, WJ Vu, we S, ñf 


(12.1) m D plu, DAAL, wh) = Aua wH. 


证 . 当 a= v n BÍ, Ap, wH 一 ADAU wh, 于 是 
(12.1) 的 左边 等 于 


[E se, aapaw = EaU 


= a {ual 1). 
以 下 设 B Š vo D. 
由 Aup = (ul) = Edl A) = EAA XON 31 


(122) Au) = Ð plu, vart), w€ S, 1>0 


由 P 了 不 可 约 知 V uwes, 1>0, plu, e) > 0. 于 是 
(12.3) 0 一 ia <1, Vues. 
事实 上 , 若 ues 使 CCtxh = 1, WH 


pwso)(1 一 ar) 一 0， 


由 p.(w,v)> 0 A Yves, 1 = Alv} = ufro) = 0}, i 
u=, X5 < FA. # aues 使 Alu) = 0, W e= 
n, F5 ezn 矛盾 。 

BDE we 5, 令 

14 会 ALwj6(0 1), mC) = pnw)=i) i= 0,1, 
则 u= Ln + (1 — 1)m 
因而 V: > 0 
(12.4) u = pS) = ApS) + (1 一 2)mSCD)。 由 
附录 引 理 3.8 知 Ir) C [0, co), z, 1 co K & € @/ (X) 使 


ss 


wS) => zo， 因 而 由 (12.4) 得 知 
2 


SG.) => A =E, 


由 引 理 A a, AES, 再 由 la + O — An = u€ Z, 知 
u= ū; = lim z,S(1,) i = 0,1, 

其 中 上 式 右 边 的 极限 为 测度 弱 收 敛 极限 。 而 且 由 上 面 证 法 知 ， 

VI}C[9，00), r. loo 使 mS) WERK MGA 
mS) S p, (= 0, 1. 

故 由 附录 引 理 3.6 知 

p= lim SG), i= 0, 1, 
于 是 由 m 的 定义 知 
(12.5) aluh 一 im (A) duh) - üm Eá XG)}) 


= lim 2) phu, s)ñ (Ae ]) 


而 
âhir} == ulin) = 01) 
— (9) = 0, ne) = 0)) Alv, wh) 
x({n(w) = 0}) A({w}) 
将 此 式 代 人 (12.5) 即 得 (12.1)。 口 
13. 引 理 设 P 不 可 约 . 若 we Z, W| Vu, e€ S 
(13.1) Es, ñC XG), YOP) ` a(u)a(e)( 一 oo)， 
其 中 alu) = Adu). 
VF. 1° 由 引 理 2Gi) 知 当 4。 一 4X(0)，Y(0)} Bf, 可 使 
AC|XG), YOW: > 0 成 立 , 于 是 由 pe Z 知 
(13.2) E..,,ñ(1 XG), YEOH < E..,,,ñ( A.) = Alr, y}), 
Vz, y€S, 1>0 成 立 。 再 由 (13.2) 及 时 齐 马尔 可 夫 性 得 知 
Yx yE S, 2:20 # 
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Eom AUXG, YOY) = El E... AUXG) 
YODI), Y(r)), r < :]) 
= E .,, | Exora AUXG — s), YG — s))) 
< Ewi({X(s), YG). 
这 就 证 明 (13.1) 中 下 降 性 结论 ， 于 是 由 (13.2) 知 Vz, y€ S, # 
在 (z, y) 使 
(133) Ax,y) 一 lim Es wi({ XG), YC2)}) < Alz, y}), 
所 以 要 完成 引 吾 的 证 明 ,只 需 证 
(13.4) h(x,y) = a(z)a(y), Vz, y € S. 
由 al) 一 有 {x = ulnin) = 0)) K (12.2) 81 


aa) = (z, |>” p, yG — n(e))|) 
< z, |> p, oa 一 中 
= 21 p(z,u)p,(z, v)u) = nv) = 0)) 


= 2) Pr, upa, vAu, v}) 


一 Es, 8(A Xü), YG))). 
上 式 左边 与 + 无关， 右边 当 + 一 oo 时 极限 为 hx, z), we 
z 一 co 即 得 
(13.5) als) < hlr, z), Vx€ S, 
类 似 地 计算 可 得 
[LEDA(C{XCD。，YCDT) 一 a(z)a (y) 
= [e [D200 一 oO) 一 <G] 


. [£ pO) — (0)) 一 <)] 


. 238» 


: < z, |> s, OQ — nG) — (J 


` z, (E rona — s()) — aO] 
= [Eun AXA, YOH — el) 
` [Ey wa({ XC), YH — oly)] 
令 :一 co， 由 (13.3) 即 得 
(13.6) 1Lh(z，?) —a(z)e(y)] < [hlr z) — e (z)][A(y, y) 
— me(y)], Vr, y€ S 
由 (13.5), (13.6) 81: 若 能 证 明 : 
(13.7) (z, x) < (x), Vx € S, 
则 (13.4) 成 立 , 因 而 引 理 获 证 . 
2° 下 面 我 们 证 明 形 式 上 比 (13.7) 稍 广 一 点 (实际 上 由 (13.5), 
(13.6) 知 是 等 价 的 ) 的 结论 : 
(13.8) h(x, y) S a(z)a(y), Wx, y€S. 
为 此 首先 由 (13.3) 及 马尔 可 夫 性 得 知 : Vz, y€ S, # 
D pla, py vAu, r) = Eo h(XGD, YG) 
lim Es,yEcxw rwA({X(s), YC) 
= lim Eul Ecl AUXE + s), 
YG + SÐIXC), Y(r)), r <2]] 
= lim E... ñ((XG: + £), YG + s)}) = A(z, y)- 
在 上 式 两 边 对 : 求 z = 0 处 的 导数 即 得 
o= $) 1(P(z,u) — 6(z,u))86(y,e) + 8(z, OO, ») 


— 6(y, v)) lAl, v) 
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(13.9) AG, y) = E pC, 0305, y) 


++ 2) pO, al, o), Vz, ye S, 
由 (13.9) 及 下 面 将 要 证 明 的 引 理 14 立刻 得 到 : 
(13.10) Ale, y) > > ple, u)Alu, y), Vz, ye S, 
由 (13.10) 出 发 ,应 用 数学 归纳 法 可 证 : 
Ala, y) 一 X) px, uhlu, y), Vz, YES, nE Z, 
成 立 。 因 此 Vx， yes, 120 
(13.11) | hlz, y) 一 > G Èe plz, w] Alu, y) 
一 之 plz, uw)h(u, y) 
RX. H (13.11), (13.3) 及 引 理 12 即 得 
bz) < im 21 pla, atu y) ~ AAAH 


— a(x)a (y) 

此 即 (13.18)。 故 引 理 获 证 。 口 

14. 引 理 G) 设 (pilu, v); u, ve S) =P;,:=1,2, 是 5 
上 的 随机 和 矩阵 ,在 

ICS) A (f:S— R, MES sup ii < %} 

上 定义 算 子 P, i= 1,2 如 下 
(44) PAW — 2 plu, vv), neS. te IS). 
# PP,= PP, W Vfe 1"(S)， 当 且 仅 当 Pa =l, (= 1.2 Bf, 


f 具有 下 列 性 质 : 3a, a> 0, a +a = 1 使 
(14.2) (aP, + oP)t = É 
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Gi) 设 p 二 (p(w,v):w,v€ 3S) 为 一 随机 和 矩阵; 若 Ae 个 (SX S) 
EWE (13.9), 则 (13.10) 成 立 。 

证 。(i) 条 件 的 充分 性 显然 ， 往 证 必要 性 。 固定 a, a, (> 0 
且 m 士 四 一 1)， 并 令 

H À {fE ICS): l/| < 1 B. (=P, + aP) = jh 
任 取 fe H, WE P, Pi 可 换 知 
Pif = Pi(aP, 十 a;P,)J = (aP, + oP)Pf, i = 1, 2. 

ik P(H) CH, i= 1, 2. 由 于 妃 在 逐 点 收敛 拓扑 下 是 凸 紧 集 ， 
互 是 它 的 极点 集 的 凸 闭 包 (Krein-Milman 定理 , 见 [7, $ XII 章 
$ 1]) 设 了 是 妃 的 任 一 极点 , 则 1 一 lP) + oa(Pf)。 因 Pif 6 H, 
s >0,i=1,2,1 LERA f= PJ, i 一 1, 2. BD G) 的 
HAP HSE Ry. Tú H ES 098 OW BS Hu t, AA G) 
的 结论 Vfe H 成 立 , 即 G) 获 证 。 

Gi) 将 G) KISH SX S, VIEIS X S), 定义 


PNE, y) ë > plx, (u, y), 


Bia, y) A D ply, vx, 9), 
WARIH: Vz, yES, 
PPY, y) = > ply, v) D plx, Du, v) 


= (P,P,)/(z, y), 
BI) PiP, = PP. 又 由 引 理 13 知 A € IS(S x S), H (13.9) 


A= L Pih + L Pyh. 
2 2 
故 由 G) 知 
hla, y) = (Pih), y) 一 2; PC, #)A(u, x) 
这 就 是 (13.10)。 口 
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15. 现在 我 们 来 完成 定理 5 的 证 明 。 由 于 定理 5 的 (i) Gi) 
在 引 理 7 中 已 证 ,只 需 证 (iii)。 为 此 取 ae .26*， 并 设 : 
(15.1) pa = ¿ia + (1 — 2), 246 (0,1), m, mE F. 
由 定理 5(i) 知 pae .和 ， 因 而 由 定理 6(i) 知 


(52) E, >= puw — n(>)) 一 “(|> 0 Go) 


(注意 此 式 与 《6.1)、(6.2) 两 式 等 价 )。 由 (15.1) 知 (15.2) 中 的 
bs 换 成 p;，i 一 1，2， 也 成 立 , 故 再 由 定理 6(i) 知 
lim wS) = pes f= 1, 2, 

从 而 pa = pa = pos 即 we 4.。 因 此 剩 下 要 证 明 的 是 
(15.3) F.C {pat € H*} 

E pe S. FFE alu) 会 td)， 则 由 对 偶 方 程 知 e e Sr. 
于 是 要 证 ce H" 及 pp = 如， 为 此 先 证 : 
(15.4) AUXG YG) Haa a a. e(P.s,y)), 


事实 上 ， 由 马尔 可 夫 性 、(13.2) 及 ae X Al Vx, y€S, 1> 
s20 
Ec, LC XG), YOP — e(X(O)a(YG0)|(X(r),Y(r)),r < š) 
= Exon — s), YG — s))) 

— (XG — s)Ja( YG — í))1 < AUXG), Y(s))) 

— e(X(s))e( YC) 
BD MO A AUXG Y — AXA), :20, J— 
上 款 。 因 而 由 坝 收 敛 定理 知 3M (co) (ë z 一 co 时 ， 
(15.5) MG 一 M(oo) a.e. 
成 立 ,再 由 引 理 13 取 + 一 0 知 ala) < 有 (fx,y}). 故 M (2, 
z€ [10，co]， 非 负 有 界 。 于 是 再 由 引 理 13 K (15.5) 知 

0 — lim Eul M O] = Eco [M (co)], 


Bü M(oeco) = 0 a. e., BI (15.4) 成 立 。 
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另 一 方面 ,由 引 理 2 知 可 以 构造 4, 具有 如 下 性 质 : 若 A= 
{X(0), Y(0)) WH J4] 一 1 时 ，4 一 {XCD)}, 于 是 由 引 理 
2， 对 偶 方 程 及 we .Z 知 

a(x) — A({x, IP = EÂlA) 一 E, a ñ( A) 

= EAX 一 ACAD aaen 
+ En {BX — AADI aren 
= Ec, | A(1X0021) 一 AA) aa 
<S Pul 4l = 2) 
令 :一 co， 即 得 
0< als) — Alir, y) < 1— g(r, y), Vz, y€ S, 
故 由 引 理 3 知 : 在 E (H583 ENE 
(15.6) a(X(2)) — AXC), YOY > 0, a. e. (z — oo), 
H (15.4) & (15.5) 得 知 ; 在 EB 上 
(15.7) AXU — e(Y(z))) — 0, a. e. (z — co) 
因为 ce X, lim a(X(2)), lim ac(YCD)。 a. e. 存在 , 故 
lim a(X(9) = lim e(Y(0), a.e. (在 E 上 ) 


从 而 由 (15.6) 知 : 当 上 一 oo 时 ， 
a(XG9)(1 —a(X())) > 0, 在 E 上 a. e 
于 是 ce 多 *、 剩 下 的 只 是 要 证 
(15.8) n = pu。 
但 由 ce ZC (6.1) 成 立 ， 由 引 理 13 知 (6.2) 成 立 ,从 而 由 定理 
SGA lim ws(D) 一 pe， 最 后 由 pe Z 知 (15.7) 成 立 。 D. 


$4 接触 过 程 的 临界 值 
本 节 讨论 接触 过 程 的 临界 值 的 估计 ， 证 明 对 基本 接触 过 程 有 
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1 2 
0.1 10 < 
D .2a—1 <€ d 


其 中 X49 55 (0, DA 上 的 接触 过 程 的 临界 值 ， 先 用 对 偶 方 法 讨 
论 临界 值 的 下 界 估计 及 有 关 性 质 。 然后 用 构造 Se v, 的 不 变 测 度 
的 办 法 证 明 222 < 2。 最 后 证 明 (0.1) 的 右边 。 

由 推论 2.6 知 要 讨论 模型 c(u, n) = (u, n) 的 遍历 性 ， 
若 b) =1, s€S B VA3co, plu, 4) 一 0， 则 只 需 讨 论 


(0.2) Pa (r = œ) = 0 
的 条 件 。 其 中 
(0.3) r inf (r> 0, A,€ (6, 1o} 


其 中 (Ar 之 0} 是 模型 aC n) 的 对 得 链 。 为 此 先 证 
1. 引 理 ”采用 上 段 的 记号 与 假设 。 令 
(1.1) ` (A) P,(r= co), AES 
WE o(p) 一 0 及 
(12) VA; BES, a( A) + a( B) 2 o( AU B) + ANB) 
证 . 设 v€ P(X) 为 由 (2.3.1) 决定 的 概率 测度 。 则 由 推论 
2.6 的 证 1° 知 . V4e Z, 
(A) = P,(z < co) = 1 — z(A) ` 
因此 显然 有 c(y) 一 0 而 要 证 (1.2) 只 需 证 
(13) VA; BES, 6(A) + 6( B) < çñ( AB) + ó( AU B). 
而 由 
IA) = | me, A an) 
及 
(14) VA, BEF, H.(n, À) + H.G, B) < Hr, AU B) 
+ Hi(n, ANB) 
立 知 (1.3) 成 立 。 而 (1.4) 的 正确 性 由 Hor, A) 的 定义 分 别 下 
列 四 种 情形 验证 即 可 ,(i) Buc ANB 使 n(w)=1; Gi) Ine AN 
B 使 7(w) = 1, (iii) 3u BNA 使 nw(w) = 1; (iv) Vue AU B, 
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nlu) 一 0。 口 
2. 引 理 (i) 采用 本 节 开 始 及 引 理 1 的 记号 与 假设 。 0 = 
(9(4，B):4，Be SZ) 按 (1.4.12) 定义 , 则 有 


(21) VAEZ, 4q(4)e(4) 一 D) 4(4, B)olB). 


Gi) 车 还 设 alu, n) 为 接触 过 程 的 速度 函数 ,由 


ee 
UD eS, (4) = qI 2 [oca 


+a 5 plu, vø (AU9)|. 


证 . (i) 设 p(1, A, B), A, Be F 为 模型 clu, n) 的 对 
偶 链 的 转移 概率 ， 则 由 推论 2.6 的 证 1" 知 当 43 oo, B30 时 
PG, A, B) = 0, Vi 过 0， 成 立 。 故 在 目前 假设 条 件 F, PCG, 
A, B):A, BE 9/ ) 是 概率 转移 函数 , Hh ve Alal GE 
2.3) 及 对 偶 方 程 知 


(A) = E,s(A,) = BD) p, A, BIB), AES, 
Beg 
ap 
a( A) = 5) pl, A, B)al B), AEZ., 
Beg 
对 两 边 在 z = 0 求 导 即 得 
ZQ (A, B)o( B) = 0, AES, 


此 即 (2.1)。 f 
Gi) # alan) 1, 5 au) = 1; =a D pudle), 


当 Kw) — 0, WE S1 AR 0412 50: 当 AES 时 
gq(A, By= E 0) D P(u, F) 


“ta FUMA) k 
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l, B= Aw, x€ A, 
=a D plu, v), B = AU, veA, 
0， 其 它 B < A. 
由 此 可 算出 


aCA) = D(A, B) = JAIO + 2)— 135 Sle(u, v), 


“Es vea 


D alA, B)e( B) 


-> [iaw + 4 > plu, me (AU)| 
s oča 


于 是 由 (2.1) 即 得 
IAI + 2)e( A) = 2 >; >; plu, vjel AU e) 


“EA ved 


+ 2 CA, B)o(B) 
BA 


= D |r) + à 52 pG vodu 中 
两 边 除 以 JAIO + 1) 即 得 (2.2). O 
3. 定 理 S=, 
l, mn(z) 一 1 
eu, n) = 4; E o) nn) = 0, 


则 
1 


3.1 Ë 210 > i 
e 2d 一 1 


证 ， 习 知 clu, n) 满足 本 节 开 始 的 假设 。 于 是 由 推论 2.6 知 
要 证 (3.1)， 只 需 证 : 


…246。 


(3.2) ¿<— 1 5 ou) = 0,Vue S, 


24—1 
由 于 
l, n(w) = 1, 
e n) = 424 S 30) "(u) = 0 
故 由 (2.2) 知 有 


3.3) VAES pu po EE Z ` 
人 A Sl 


+1 5 auo). 


L 


由 于 » K 


0, lu— v| < 1, 

(24), \u— v| = 1, 

对 于 Z° 的 平移 及 旋转 不 变 ，c({z}j)，c(tzw v}), lu — o) =1 
与 #,v 无 关 , 因 此 令 aA Uut) o = c((u,e)), lu — v| = 1, 
又 alp) =1--(4)=0. 于 是 由 (3.3) ( 令 4 一 {wu}) 即 得 
(3.4) o 一 de 


Pu, v) -Í 


取 A= (u, v}, |u— s| 一 1， 并 注意 当 wed, | — | = 1 
或 |e — v| = 1 时 由 (1.2) 得 
oAU{w}) = olu, v, w} < lu, 01) + oUr, w}) 
— ol w}) = 207 — cu 


于 是 由 (3.3) 即 得 


2 —2 [a + 0 + Ald — 1)(20,— a)], 
简化 之 即 得 

(a — a)l — 24 —1)11 > 0 
BRA: 荐 1 <(4— 1), W a 一 0 之 0, 再 由 (3.4) 即 
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得 一 0， 从 而 过 程 遍历 。 故 (3.1) KE O 
注 。 对 (3.3) 取 更 多 的 集 4， 并 应 用 (1.2) 可 以 改进 定理 3 
中 ae 的 下 界 估计 。 
4. FEER: 
22 <2., 
4 
关键 是 证 明 4z 一 1 的 情形 。 由 于 证 明 较 长 ,为 了 易于 理解 , 先 介绍 
— FEREARE. E4 目 至 第 9 目 中 , 恒 设 5 一 Z, 不 
再 一 一 申明 。 
主要 想法 是 V4 > 2， 造 出 S° 上 的 一 个 函数 4 使 之 满足 
(4.1) hl) =0; 0 一 AM4) 委 1，4 关 由 
a2) Esh(A) SKA) YAe %, : 20, 
其 中 Ua > 0} 是 一 维基 本 接触 过 程 的 对 偶 马 链 。 事实 上 ， 如 
时 找到 了 这 样 的 h, W 


Esh(A) = 21 pC, A, B)M( B) 
Bç 


< >; pG, 4, B) = PIA x $), 


Bap 


其 中 pG, A, B) 是 A, 的 转移 概率 。 在 上 式 中 令 : 一 oo 即 知 
žao, 


a( A) = lim P,( Á, = $) > Üm E A(A,) > (A) > 0, 


故 由 (1.1) 及 推论 2.6 知 过 程 非 遍历 ,因而 22 2 
于 是 问题 归结 为 如 何 构造 h 首先 注意 (4.2) 等 价 于 


(43) D aA, BJA) 一 £ EC4)l 20, YAE Z, 
Beg 


其 中 《9(4， B):4, BES) $È i4: > 0) 的 8- 甜 阵 , 即 
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(4.4) 
+ : B = A\u, u€ A, 
q(A, B) 一 42L14(x 一 1) + L ,(u+1)], B=AUv, z€ A, e€A, 
0, EC B> A. 
事实 上 , 若 (4.1) 成 立 , 则 


4 
一 一 E AC 4 
ahl A.) 


便 存 在 。 于 是 由 (4.2) 即 得 


A. Esh(A) Ne > 0, 
“a `: 


BZ (3.3) 成 立 , 则 由 向 前 方程 知 
上 Ed) 一 pt4C) X, (C, B)M( B) 
c B 


= 22 20,4, C) Ech(Ai) me 20, 
c 


BD E.A(A,) 是 * 的 不 降 函 数 ,因此 

E A(A,.) > E A( A.) = (A), V: > 0. 
将 (4.4) 代入 (4.3) 并 移 项 即 知 (4.3)( 因 而 (4.2)) 等 价 于 
(45) VAE S%,2> LALA) — M( ANO] 


<a 21 Uai) + Lalu + 1))[A(AU)—40(4)1. 
“A 


这 样 ,问题 就 化 为 构造 满足 (4.1) ，(4.5) 的 函数 h。 由 于 这 样 的 
4 满足 CA) SACA). REIR 1 的 证 明知 
(A= 1-0) =a (U tr =), 


所 以 自然 想象 4 可 以 取 下 列 形式 : 
(4.6) Wa 一 «(U 0) — 1), 46 Z 
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其 中 we P(X) 是 满足 KO 一 0 的 一 个 适当 的 测度 。 在 此 
取 4 为 与 具有 限期 望 的 正 分 布 列 f = U(n):n > 1) 对 应 的 更 新 
测度 ， 即 z€ P(X) 由 下 式 定义 : Ë 4 一 {m,n}E5， 
m < Lr <u,, WJ 

(4.7) aln:n(u;) = 1, 1< < n; nx) = 0,Vz€ [m, sa] ZNA) 


= (So) J] as — m), 


即 中 相 邻 的 1 ZARTE E e > FRAD 4 B D12y 4521 A 
共同 分 布 关于 上 的 存在 性 及 其 性 质 由 引 理 5 给 出 )， 关 于 J, R 
们 要 求 如 此 造 出 的 二 使 对 一 切 (1, 2,---, n) 一 4, (45) 中 的 
等 号 成 立 。 这 样 选择 的 理由 是 使 确定 而 且 具有 可 计算 的 特 
点 。 

以 下 通过 一 系列 的 引 理 来 完成 上 述 想 法 及 步 又 。 在 第 5 目 至 
第 8 目 中 , 恒 设 1 会 {f(n): n 一 1，2,…} 为 一 具有 限期 望 的 正 
分 布 列 , 即 fn) > 0，vn 之 1 B 

EJ À 3 (1) < o, 


注意 此 时 
Ej 全 > J(n) =l, 
还 有 着 令 j 
re AO, a >1, 
则 


(48) Ej = > F(n), f(n) = F(n) 一 F(n + 1), 


F(1) = 1. 
5. 引 理 ” 对 任意 给 定 的 ce (0, (E/)'](e(0,1)), 及 
+ 259 ° 


VA = la, WEDS, m < È n, 
定义 
(5.1) v({n:nlu) = 1, Vuc A; nm) 一 0，vyoe [min A, 


max A]Z\A} = a y> urn — u), 


(约定 当 ” = 1 时 ,上 式 右边 的 乘积 为 1)，min A, max 4 分 别 表 
示 4 的 元 素 的 最 小 值 及 最 大 值 , 则 > 决定 X — {0,1}* 上 的 一 个 
唯一 的 概率 测度 4 (以 后 称 为 与 f 相应 的 更 新 测度 ), 且 

(5.2) 


«(MN {rth =00) = a > A, 

*=0 t= 

. n 2 0. 
r ( Miatu +k) = 0} Nalua 1) = 11) =aF(n+2), 


AHEW m, n, Le Z+， 给 定 的 ste 10,111, 1< k < n—1(Ën 
果 这 样 的 & 存 在 !) 有 
(2 一 丸 十 1 一 :一 no 一 1 一 0: 
nlu) = nlu + n) = 1; n(u + k) = s,; 
l< k<n—il; mx 十 n+1) 一 …- | 
=n (+ n+/)= 0 ! 
= F(m)u(n(u) = nlu + n) = 1, nlu + k) = 8 
1<k<n— )F(I+ 1). 
(5.4) alalu) = 0, < 1) = ulale) = 0, u >k) 
= (10) = 0 当 且 仅 当 a= [Ef], 
证 . G) 集 类 
(55) WE{sX X(ZAA):Ae %, se X(A))U($, XY 
是 X 的 一 个 半 集 代数 [2 ,(1982), $1.31). Æ %， 上 可 以 如 下 地 
定义 一 个 有 限 可 加 测度 z, 它 是 > 的 扩张 : VA€ SZ, jG [min A, 
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(5.3) 4 


max A]Z\A = A， 定义 
(5.6) Uu) =l ue AD é Dvr) = 1, wE AUA; 
AXA. 
nv) = 0, ve A\A}, 
注意 上 式 右边 诸 集 两 两 不 交 ,其 并 等 于 左边 之 集 ,而 且 左边 的 集 表 
成 形 如 (5.1) 中 的 集 的 并 且 只 有 此 种 表示 法 。VSe X(4)， 令 4 会 
due 4:5(w) = 0}, Alue Ailu) — 1}, 定义 


lE X X(ZNA)) (~a(N eo = 1) n (Q i 
=0))a Dha N awon) 
(5.7) = paye - 
[aoan (m (| ao = i — X 


首先 由 (5.6), (5.7) 知 
pAn(u) = 1, s€ A; (0) = 0, € AY 


-ED N too- 


ACA. ug AUA, 


(95 (a) — 1. ue AUA UA; 
2 DD > 中 | 
wen ARANE, nlr) = 0, vé AN A,U a 


四 >(2 Co] 中 w€ . 


ica (Aâ n = 0, ve AN 
= vilu) — 1, we A; n(e) = 0, z€ A) 
其 中 最 后 一 步 用 到 恒等式 
1. j= 
5. —1)* 一 -D — Í Š 
( 9 2 1) ü+ U, ip。 
故 4 是 > 的 扩张 。 


， 252。 


再 证 : # # %, 上 可 跟 可 加 ， 即 证 : Vze XCA), 
EP XX(ZMA:),  =1, 2, -m 两 两 不 交 , 且 


(5.9) £ x X(ZNA) = 2 š x X(ZNA;), 


有 


(5.10) ulë x X(ZNA)) 一 > alg” x X(ZNA.). 


要 证 (5.10) ， 不 难 知道 只 需 证 : VACA e SZ, # 
GID ps XXMA = 2 aG Xg X XAD. 


X(AMA) 
而 要 (5.11)， 只 需 证 : Vve4， 有 
(5.12) alg X X(Z\A)) = p(s X {0} X X(Z\(AUY)) 
+ p(t X {1} x XC(Z\(AUv)). 
( 即 5.11) 中 1A\41 = 1 的 情形 ) , 今 往 证 之 : A, i 一 0, 1 仍 如 
(5.7) 前 面 所 定义 , 则 由 (5.7) 知 (5.12) 的 右边 等 于 


D (—1l)araln(s)= l, we AUAM} 
= 


+ D (1) h ainu) = 1, ue A'UrU A). 
A CA 
一 Š, (uinu) = 1, we A'U A) 
ACCA 


+ D (Dwal) = 1, s€ A'UA} 
ve ACAtUv 


+ BD) (—1)waln(u) = 1, e€ AUrU 4} 
< 
(5.7) 
.= (ë x X(ZNA)). 


因此 (5.12) 成 立 , 故 4 在 9, 上 有 限 可 加 。 
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Gi) WEHR rE %, 上 非 负 之 前 , 先 证 (5.2)，(5.3)。 首 先 由 
“5.7)，4 是 ， 的 扩张 及 (5.1)，(4.8) 
pinla) = 0} = u( X) — ninl u) = 1} = 1 — a = 1—aF (1). 
pinu) = 0, (u+ 1) = 1} = akn(u + 1) = 1} u (n(u) 
= nlu + 1) = 1} =a — aj(1) = aF(2). 
SP (5.2) 对 = = 0 成立, 设 (5.2) 对 w= 二 成 立 , 则 


(ñ inut i) = 01 )= a(t D= 0) 


imo 


k 


— a( N at D= Naak = 1) 


ieo 
《+ 


k+2 
= 1 —a J, Fli) — FQ + 2) =1— a J, FG), 


(Ñ et D= ON +k+ 2) = 1)) 
= (l aat d =0))— a(i aw -9) 


k+2 k+3 
一 h a > FO] x Ë sa > Fi)] = aF(k+3). 
即 (5.2) 对 n= ¿+ 1 成 立 , 由 数学 归纳 法 知 (5.2) 成 立 。 

再 证 (53): W neZ 给 定 s€ (0, 1}, I< k<n—i 
(如 果 这 样 的 《存在 !) 并 暂 记 EA (n: (u) = n(u+ n) = 1, 
nut k) = 64，1 世上 莹 一 1}。 先 用 数学 归纳 法 证 明 (5.3) 中 
1=0, me Z+ 的 情形 。 由 4 是 > 在 中 上 的 有 限 可 加 扩张 及 
(5.1) 知 

p(n(#—1)=0NE)= pp(E)— p(n —1) = 1}NE) 
=v(E)— fl1)v(E)= F(2)x(E), 
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BP (5.3) 3} 1 = 0, m = 0 RIL. W (5.3) 对 ! 一 0, m = p È 
立 , 则 
plinu — p) = = 1) = 0NE) 
= p({n(#— p+ 1) = -= n(u— 1) = 0NE) 
— (_n(u — P) = 1,n(a— p+ 1) = -:- 
= (u — 1) = 01 (E) = F (pW E) — 1E) 
= F(p+ 1)v(E) 
即 (5.3) 对 /一 0, m= p+ 1 RY, # (5.3) 对 1 一 0 及 任何 
m€ Z, R. 
给 定 wm， 类 似 地 用 数学 归纳 法 可 证 (5.3) 对 m 及 任何 i€ Z, 
成 立 。 故 (5.3) 获 证 。 
Gii) 再 证 上 在 % 上 非 负 . 首 先 注意 当 4 = {m,m + 1,-°° 
ny 时 , 若 § 94， 则 由 (5.3) 知 
(ë x X(ZNA)) > 0, 
# £= 0, Wh (5.2) 知 


ulë x X(ZNA)) =1— a 2) F(R) 


>1— 2 F(k) = 1— a Ef ' > 0. 


k=1 

当 4 {mm 十 1,…，n} 时 ,由 4 的 有 限 可 加 性 及 上 述 注意 
知 (£ À [min A, max A]Z) 

ACE x X(ZNA)) = > AGE x £ x X(ZNÀ)) > 0, 

CexX(AA) 

故 上 在 % 上 非 负 。 

Gv) 最 后 完成 引 理 的 证 明 。 显然 包含 的 最 小 集 代数 为 
% (A x X(Z\MM): A€E 5F，ACX(A)}， 于 是 4 可 以 唯一 地 扩 
张 成 % 上 的 一 个 有 限 可 加 概率 [2, (1982)，$ 1.3.1]， 仍 然 记 成 
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m 再 由 附录 引 理 3.5 IF EA 上 是 o- 可 加 的 。 故 & 可 唯一 地 
扩张 为 多 上 的 概率 测度 。 

还 有 由 (5.2) 知 Vie Z 

p{n(#) 一 0 和 外 一 Bm afale) = 0, £ < x<! 


ELKAJ 


= lim (1—0 > FCm) ~ 1—a - Ef, 


4 一 


同样 由 (5.2) 有 ulne) 一 0,w 之 省 一 1 一 oo， Ef， 因 为 左边 与 
1 无 关 , 令 1 一 一 oo 即 得 : Vie Z. 

uO) = unlu) = 0, s> :)= uinu) = 0, wi} 

一 1 一 c. Ei. 

#k (5.4) 成 立 。 口 

注 。 当 a> [Ef 时 ,用 引 理 的 证 法 可 知 由 (5.1) 可 以 决定 
一 个 有 限 符号 测度 

6. 引 理 设 2222, Ain) > 11 为 具有 限期 望 的 正 
分 布 ，4 为 引 理 5 中 当 a= 1E1]” 计 所 决定 的 概率 测度 ，4 Hi 
(4.6) 定义 。 若 VA= 11， 2,5, nk. (4.5) 中 的 等 式 都 成 立 ， 
则 
(6.1) Feat D= Ln 
若 1e(0, 2)， 则 不 存在 了 使 YI, 2,1, nh, (4.5) 中 的 等 式 
都 成 立 。 

证 . VAES u€ 4， 由 (4.6) 知 
(62) ACA) — A(ANu) = pinl) = 1: nv) = 0, ve Aw} 
于 是 当 A=11, 2,:--, n} 时 ,由 (5.3) K (6.2) 知 
E AA) — Al ANu) l = > FEDR + 1 — k), 


“EA 


D Uaua) t laut 1)]OCAU0) — 4(A)) 
“A # °. 


* 26 


= {nrt 1)=1, (k) = 0, k€ A) 
+ ptn(0) = 1, (k) — 0, ke A) = 2[Ef] 1 F(n--1) 
# VA= (1, 2, n), (4.5) 中 的 等 式 都 成 立 等 价 于 


(6.3) > F(k)F(n + 1 — k) = 24F(n + 1),F(1) = 1, F(n)`N 


*=1 


由 于 Fat 1) 可 由 L, FO) es FO) 表示 , 所 以 如 果 不 管 
要 求 F(w)、,(6.3) 有 唯一 解 。 为 了 将 (6.3) 明显 解 出 , 并 证 明 引 
理 的 结论 ,引进 母 函 数 


(64) p00 A D FO". 


以 artt 3 (6.3) 的 等 式 然后 对 ”过 1 求 和 (注意 F(1) 一 1) 即 
得 (在 p(x) 收敛 的 范围 内 ) 

P(x) 一 Alpe) 一 z)， 
解 之 ， 得 


pl) 一 2 士 Vi 一 21x， 
因为 由 (6.4) 知 p'O) = F) = 1， 所 以 在 上 式 中 应 取 “ 一 ”号 ， 
故 


(65) qG) = (0 — /1 — 2z/2). 
此 函数 在 x <4 解析 , 所 以 《6.4) 的 收敛 半径 是 L, 而 且 由 单 
调 收敛 定理 知 


1 = im pC) — lim D3 PO) = 22 re (2. 
BJ (6.4) # z = + bike. 于 是 当 < 2 时 
Ej- Š Fo) =, 


s=1 
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此 与 假设 矛盾 ， 所 以 引 悍 的 最 后 一 个 结论 获 证 。 当 1 之 2 Bj, Wi 
有 > Fla) = pU) 一 2(1 — /1 —2/2) < 此 时 将 (6.5) 
ERARI 


sol- alec] 


Qn—2). l xn 
ET Giy s: 
与 (6.4) 比较 即 得 〈6.1)。 最 后 由 《〈6.1) 知 当 1 > m= 时 ， 


F(n)/F(n + 1)> 1, # 12 2BF, PC) FE. 口 

7.81 AIE Z, 上 具有 限期 望 的 正 分 布 列 ，“ 为 引 理 5 
中 一 LE 四 一 时 定义 的 相应 更 新 测度 .Ya>1，4e (0.1), 
定义 
(GD maA) A MA X X(2NZ,)|n(—n) = 1), 
E IIn + 1) 不 升 , 则 asa < no Vn >l RX. 

证 . G) $ k> 121, f 是 更 (XCZL0，co))) 可 测 函数 且 
对 和 可 积 , 则 由 A 的 平移 不 变性 易 知 
OD |. fem) = ss zied), 
而 要 想 证 明 引 理 ， 由 $ 3 知 只 需 证 : 对 任何 不 降 的 22(xXC(Z[0, 
co))) TARY, Va > 1， 有 


fla)panldn) < Í JQ )us( dn). 


Xi Zloræ)) 


人 
而 由 (7.2) 及 $ 3 知 只 需 证 : 
t73) m S fae 
由 引 理 5 可 知 YAE @(X(Z.)) 
lA X X(ZXNZ,)|n(—2) = n(—1) = 1) 
= (Á X X(ZNZ,)|n(—1)= 1), 
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于 是 由 全 概率 公式 即 得 

(74) m) = aleea l) iln(—2) = 1) 
+ pg((') X X(ZNZ,)|n( —2) = 1,n(—1) = 0) 
-ual 1) = 0[n(—2) = 1) 

ig BB HE BJ 

(75) aC) x X(ZNZ,)In(—2)= 1, x(—1) =0) < al), 

则 由 (7.4) 即 得 (7.3) (此 处 用 到 下 述 显 然 事实 : 

S< v, a, 22 0, i= 1,2, m + m = 1 => v < an + am). 

因此 问题 化 为 证 明 (7.5) 

Gi) 要 证 (7.5)， 由 $ 3.6.4 G) 知 只 需 证 : Vn€ Z,, 

AA{0,1, e, n) 
(7.6) alg x X(ZNA)In(—2)= 1, n(—1) = 0) 
-al X X(Z+\A)) 
< pl(EN5) X X(ZNA)|n(—2)=1, x(—1) = 0) 
“pa([lEVE] X X(Z+\A)),E, ¿€ X(A) 
而 为 证 《7.6)， 只 需 证 : 
ACE X X(ZNA)|n(—2) = 1,7(—1) = 0) 
“p(n X X(Z,NA)) 
(727) (< (£ x X(ZNA)In(—2) = 1, n(—1) = 0) 
* (¿Ç X X(ZAA)), Yue A, £, Ç € X( A), 
ë<, Elu) = tlu) = 1. 
事实 上 , (7.6) 与 (7.7) 等 价 。 这 一 点 将 留 给 读者 作为 习题 。 

Gii) 为 证 〈7.7)， 先 证 〈7.7》 中 的 不 等 式 Ye A, £= L, 
5(w) 一 1 成 立 . BD Vue 4 一 {0,1,.…,7n}, ¿e X(A), 有 
p{n(—2) = 1,n(—1)=0;n(x) = ¿(z),z € ANM; n(«)=0} 
vinl —2) = 1,n(—1)0= ; n(x)=g l), x € Ausn(n) = 11 
mln (— 1) = 1, nl) = ¿(z), xe Au; nlu) = 0) 
uln(— 1) = 1; n(z) = ¿(z), z€ AW nlu) = 11° 
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17.8) 


> 


记 {re A: çG) = 1} {ty mhs z < z, < ++: < Em W 
“u= x,, MJ k > 0 B 1518 5 知 
F(n — x,- + 1) 
f(xm 一 xm)F (n — x, + 1), 
(zt — r-i) 
Tan aG TRY k <m, nA. 
u F(n — Imat 1) > ass 
f(xm— x, )F (n — x,, + 1) 
LELE = ia) 
Ja 一 z, )f(z, 一 tia)? k<m, sl. 
于 是 要 证 (7.8)， 只 需 证 : 
(29) ` Fn 十 3) F(n + 2) 
“l Wat 2)F(n—x + 1) I(xz + 1)F(n— x +1) 
Hut+2) > iat) 
f(x — nilan + 2) f(x — x )f(x + 1) 
由 于 I(n)/f(n + 1) 不 升 ,显然 (7.9) WEZER. EA /(k)/ 
Ikt 1)= r. W) Vk n + 2, r, S rna <S r... 于 是 
F(n+2)= D rd(k+1)<r,.aF(n + 3) 


taata 
ntl 
De 
BH (7.9) 的 第 一 式 成 立 。 故 (7.8) 式 获 证 ， 即 〈7.7) 中 的 不 等 式 
Vuc A, 一 了，L(w) 一 1 成 立 。 于 是 要 证 (7.7)， 只 需 证 (7.8) 
的 右边 是 5(€ X(A\w)) 的 不 升 函数 。 即 令 
(t) A u(n(—1) = 1, nas = Z, nlu) = 0)， 
eal —1) = 1, naw = L, n(u) = 1) 
uw€ A, t€ X( AM); 


k= m 
(7.8) 式 的 左边 一 


(7.8) 式 的 右边 一 


要 证 
(7.10) Ye € AW, g) = 0 > a(g) > alg). 
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为 此 , 令 m Š maxlz € Au; gl) = 1), H) m, u,v 两 两 不 同 ， 
以 下 就 m, u,v 的 六 种 大 小 关系 分 别 讨论 (7.10) 的 正确 性 。 
(a) m < v 二 wn， 此 时 由 (5.3) 知 
at) = UC D= ls: m) = L)F(n — m + I) 
m(n(—1)= 1,:-:,n(m) = fu — m)F(n — # + 1)” 
alg) = [aal l) = 1,---, Cm) = 1,---, n(s) = 1) 
F(n— + 1)]/[a(n(—1) = 1,:---,n(m)= 1,--", 
nlo) = 1)/(# — s )F(n — z + 1)), 
TJ: (7.10) 中 的 不 等 式 化 为 
JG — s) > Ertl) 
fl(u—m) F(xn—m+t+1) 
而 此 不 等 式 可 由 f(x)/f(n + 1) 不 升 并 仿 (7.9) 的 第 二 个 不 等 式 
的 证 法 证 明之 (注意 x < n). 
(ó) m <u 二 v 此 时 由 (5.3) Üj (a) 的 证 法 知 (7.10) 中 的 
不 等 式 化 为 
f(y—u)/f(v — m) > F(n — + 1)/F(n + m + 1). 
于 是 再 由 f(x)/f(z + 1) 的 不 升 性 可 知 其 成 立 。 
(e) < m< u, < m < v. 对 于 这 两 种 情形 ， 应 用 (5.3) 
可 证 a(g) = alg). 
(d) ， <“<<m。 此 时 需 分 两 种 情形 加 以 讨论 : 
如 果 Ire (v, u)Z (E) 一 1， 则 由 〈5.3) 可 证 
= Pa) 一 1 人 一 0 1m) =l) 
s ul) = 1:-:, nlu) = 0,:-:, n(m) = 1) 
= al,t) 
# Veelo, u)Z, ¿G@) = 0, WE 
1 会 minty < v6) = 1}, 《一 maxty > wt(y) = 1), 
应 用 〈5.3) 可 证 


“361， 


[ Iki f(t—v 

Cr Te es 
再 由 f(n)/f(a + 1) 不 升 即 知 alg) > a(,2). 

(e) ¿< v 二 m。 此 时 也 可 分 成 3x€E (u, v) 使 “(x) = 1, 
及 Vx€ (u, v)Z (Ë t) 一 0 两 种 情形 , 仿 (4) 证 明 

ax) Salt). 

总 结 以 上 讨论 即 知 引 理 的 结论 成 立 。 口 

8. 引 理 设 )>>2?，f 是 {1,2,…} 上 具有 限期 望 的 正 分 布 
HF 由 (6.1) 给 出 ,4 及 天 分 别 是 由 (4.6) 及 引 理 5(a = (Ef)™) 
定义 的 SZ 上 的 函数 与 更 新 测度 。 则 (4.5) 成 立 。 

证 . (i) 给 定 AES, ië A= Ú A, A4 = [k+], 
r—1] Z, r, <1,,⁄ < ri, — 1, rais 2…… ks 令 
(8.1) R(u) Apine X:n) = 0, Vre Alu, co)|n(u) = 1), 
(8.2) L(z)@uln€ X:n) = 0, Vre A(—co, za = 11, 
则 由 (6.2) 及 (5.3) 知 Yue A, 

ACA) — h( ANa) = L(u)R(u)uln(u) = 11. 

于 是 (4.5) 可 写成 


t 
(83) VAES, X, Llu) R(u) S > [LU)RG) 
ud isi 


+ L(ri)R(ri)] 
因此 要 证 引 理 ,就 是 要 证 明 (8.3). 
Gi) KEA (8.3) 的 特点 是 它 将 R.L 在 4 上 的 值 与 在 A 
上 的 值 联系 起 来 。 因此 下 面 先 导出 一 些 有 关 的 恒等式 。 注意 
Vne X, n) = 0, Yre Añ (us, co) HHNH 3y€ (u, co)Z 
Ë nG) = 1 (因而 yE 4° @ ZNA) Ë. 1G) = 0, Vz€ [An Gy, 
œ)] Uls, y)Z, 于 是 


` 262. 


{nn(u) = 1, nx) = 0, Yre AN (s, co)t 
= U tm = = 1; n(x) = 0, 
Re ` 
Vre [AN(Y, ©)1U Cu, y)Z1 
而 右边 各 集 两 两 不 交 , 故 由 4 的 可 加 性 及 (5.3) 


(84) Ru) = luin = BD) /(y— aln) 


yu EA 


= l: n(x) = 0. Vré AN(y, co)) 
= © ROfy— u). 


y>wu. v€ 4 


X (6.3) 知 


n-i 
(8.5) 22f(n) = 22[ F (n) — F(n + 1)] = > F(&)F(n — k) 


kei 


= >; FFl + 1— D 
kal 


= F FCs — D — F (a), n2>2, 


于 是 由 (8.4) ($ u=), (8.5) 知 
(86) RC) 一 D RAO) = 2 RG) 


y>l,y€ 4 yyEA 


:| i050F6 —1) = FG — 0]. 


v>=>lti 


再 由 (8.4) 知 
(87) 21 RODFO— h) 


y>lo6y€ 4° 


Sy D ROG -DFO — 1) 


PPljy ES >y.. 
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- 351 RO — z)F(z — 1). 


vst z€ 


将 (8.7) 代 人 (8.6) 并 应 用 (8.4) 即 得 
(8.8) 2R) = D RODO — z)F(z — h) 


vee 
= >) RF- 1). 
同 法 可 得 >les Ea ` 
(8.9) 24L(7,) = 22 Flr: — z)L(2). 


Gii) 为 证 (8.3)， 首 先 由 (8.8), (8.9) 知 (8.3) 的 右边 等 于 


R 
(8.10) DAO) D R(z)F(z — h) + Rr) 
2 im tati 
S Fr 一 = co| 
csE4 das 


s5 >| L(1;) > 5 R(z)F(z — L) 
jar 


7m1 1 


+ RG) È Fs) L] 


isi salt 
由 (8.4) 并 注意 类 似 于 (8.4) 可 证 
LO 一 2) f(— z)L(m, 


<u, s EA 
及 
z< = L(z) = 1; z>r=> R= 1 
知 (8.3) 的 左边 等 于 
@ i5 [reo E Rs + Re 
“<€ 


r>s.r € £ 


-5D -aw |= 1 > E LG) 


s<ua€ 4° j=l welit! 


R-i 


[E S ro-a Dien] 


imj s=r; mrs 


k rje j) li 
+ n 之 > R(x) B D f(u— z)L(=z) 


i=t uelit i=? sm 


+ e= n|- 122 2 


2 iaje Sra 


li 一 
OD RO -WLW + 1 22 > Ro 


ueri r= slit! 


k-i s rimt tig 
-Flz—h)+ > > > > D ROf 


t= jl stl um, 


一 ! 
r 


一 2z)L(2) + ; > > F(r — Ls) 


i=l salje 


在 (8.10), (8.11) 的 推导 中 ,下 列 图 象 是 有 帮助 的 


dru L h r 


hèl nl ni hb+1 tiel ltl rel 


逐 项 考查 (8.10), (8.11) 的 右边 各 项 ， 可 以 看 出 (8.10) 右边 第 
一 个 和 式 中 与 i = 1 对 应 的 项 为 


k rj 
LA) >; s R(2)F(z — h) 


jmi selit! 


- > $ R(z)F(z — 1); 


即 为 (8.11) 右边 的 第 二 个 和 式 ; 同 样 (8.10) 右边 第 二 个 和 式 中 与 
i 二 上 对 应 的 项 等 于 (8.11) 右边 第 四 个 和 式 、 于 是 比较 (8.10), 
(8.11) 的 右边 可 以 看 出 : 若 能 证 明 
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li 
-D (z — WL < Fz— LLU) 


te 


KESI 
D RO — z) < R(r,)F(r, — z), 


1<;<:<k— 1, <zra 
W (8.3) 获 证 。 而 要 证 上 两 式 , 易 见 只 需 证 : 
(8.12) L(w) < L(G), 3⁄4 ri < u < h. 
(8.13) R) < R(r;), B r, < u < hia. 
Gv) 今 应 用 引 理 7 往 证 (8.12) 及 (8.13). 为 此 先 验证 
1(n)li(n 十 1) 不 升 ,事实 上 ,由 (6.1) 知 


= _ 2(24 — 2)! 
FW = PAE D = GID OD 


-[ +1) — (2k + 1), 
于 是 
Ka) J. O+ 2) 
(814) Ka+ 1) (a+ 1) 
— LEC) — Fla + 1)][F(n + 2)—F(n + 3)] 
IF(n + 1) — Flnt 2)]: 
— (2n + 1)(n + 2) 
(2n — 1)(n + 3) 
x La + 1)4 — (2a — 1Jl(n + 3)2 — (2n + 3)) 
[(n + 231 — (2n + 1)] 
WEDA 1 的 有 理 式 为 gA), AIEA: 当 1 之 2 时 ，8g(1) 为 
4 的 上 升 函数 , 则 由 (8.14) 知 (g(2) = 1) 
In) tint 2) 2m + 5n + 2 
Ilat 1) Ja + 1) 2n + 5a — 3 


gQ) >l, 


* 266 > 


Ilan) en 


FQ) nea i> Vi>2, 


从 而 ga) 为 4( 2 2) 的 上 升 函数 . 
往 证 (8.13): 当 ue [ro ln) Bf, 


R 
AN(u, œ) = U U+ 1, r, — 11, 


miti 


于 是 由 RU) 的 定义 及 “的 平移 不 变性 知 


(815) R(u) = ulale) = 0, Yee Ui Unsri— lin 


Imiti 


一 2]inGx 一 (Ch 十 1)) 一 1) 


R 
= mino fa) = 0, Vre U Ui lari — ha = 211 


imit 


由 引 理 7 知 Puipiti-u)) > pigitir)e 而 


IMAI 一 aaa (a) = 1 — I GQ— r(x)), 
*€4 


n€ 10, 1}2+, ACZ, 

为 (0, 17+ 上 的 不 降 函 数 。 故 由 (8.15) 知 (8.13) RY. 

# (8.12) 的 证 明 可 如 下 进行 : 首先 注意 , 由 引 理 5 知 

vinla) = 1; n(z) = 0, Yre AD (— eo, x))' 

= uln(— x) = 1; n(z) = 0, Vz€ (— A) f1(— x, co)) 
其 中 一 4 一 {一 w€ Z:u€ A}。 于 是 由 Lu) 的 定义 及 (8.13) 的 
证 法 知 , 当 ué [rias Llit, 
Llu) = p(n(x) = 0, Vx€ (—A)N(— u, co)|w(— s) = 1) 


= tir h) =u, Ye Ü iri — riri — l, — 2} 


= j=l 
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由 此 应 用 引 理 7 即 可 得 知 (8.12) 成 立 。 口 
9. 定 理 . (i) 一 维基 本 接触 过 程 的 临界 值 
(9.1) 1: < 2 
Gi) 对 122, AES, 
(9.2) ol A) = piln:3u € À 使 (Co = 1) 
2 pin:IuE A {Ë n(s) = 1), 
其 中 4 为 引 理 5 中 a = (Ef) U H (6.1) 给 出 ) 决定 的 概率 测 


Gi) 对 :> 2,0) Aldu) > + + 下 


证 . 由 引 理 8, 6 及 第 4 目的 讨论 知 
o( A) > A( A) = uin:n(u) 一 1， 对 某 一 x€ A) 
成 立 。 再 由 定理 3.3.6 的 证 明 及 定理 3.3.4 知 
he = sup{4 之 0: :与 .a(w, n) 相应 的 过 程 遍历 } 
= sup (2 > 0:0({#}) = 0). 
但 由 (9.2) 8134 2 2 2 Bf, g(1u)) > uial) = 1) > 0, 故 (9.1) 
RI. ， 
又 由 (6.4), (6.5) 81234 12 2 hi, 
an= [Dro] eo I+ kz 
于 是 由 (9.2) 及 引 理 5 知 
ol{u}) > pinl) = 1) = a = [Ef] * 


Es r EE 

2 +: 22° nu 
` 下面 我 们 证 明 Š 
10. 定理 对 任何 adl, A 


(10.1) dat < j, 
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因而 
` “< 2 
(10.2) 1; < 7 


证 . G) 给 定 1 > 0, 记 具 参 数 . 41 的 一 维基 本 接触 过 程 与 具 
参数 4 的 a 维基 本 接触 过 程 的 0O，5(z)， 它 的 对 偶 马 链 分 别 为 
Qua SG), ASANG) K Q SAA), AG) TEZ 
证 (10.1), 只 需 证 : 

(10.3) Po APU) = p) < Poal Aa) = p), V: > 0, 
事实 上 , 若 (10.3) 成 立 ， 令 + 一 co， 则 由 推论 2.6 知 当 di > 如 
时 ， 


im Poal Pa) = A), 


于 是 再 由 推论 2.6 gUkhi R 3k 2 的 4-Hk 36 < FEE t EE AE 8 
历 , 故 (10.1) 成 立 ,因而 由 定理 9 知 (102) 成 立 . 

Gi) 为 了 证 明 (10.3), 我 们 先 做 一 些 准 备 工作 ,首先 注意 由 驻 
1.9 知 基本 接触 过 程 是 自 对 偶 的 ， 因 此 我 们 引进 记号 Xx 会 10， 
1⁄2, XD & n€ XA, En) < co) 定义 Z! 到 Z 上 的 映射 
Ta 如 下 : 
(10.4) mal) Ori t -e t ra Vx = (w°, t) E Z“, 
na 诱导 出 X42 到 XE 上 的 映射 ( 仍 记 为 zo) 如 下 : 
(10.5) wn) A {ormmezd(s): vE Z), Yre X”, 
设 由 为 XP 上 的 函数 ,定义 
(10.6) H: (HG)(n) Š @(a¿(n)), n€ X’, 
WH% XU 上 的 函数 类 到 X ”上 的 函数 类 的 一 个 映射 , 且 有 界 
函数 的 象 仍然 有 界 , 不 降 函 数 ( 即 若 n< s, W) ola) < PED 
象 仍然 不 降 , 还 有 
(10.2) 19(8)| 入 cl， t€ XP > |Hé(m) I < c|nl, n€ X”, 
FXE, lula) < inl WR 

lHa) | = [#(z.(n)) i < cjæa)| < celal. 


2209 > 


Gii) 设 由 是 XO 上 的 有 界 不 降 函 数 , 今 往 证 : 
(108) (QDHEG)(n) > (HO )(n), Vn € X, 
HE ne Xi”, H (10.6) 知 
(109) HQu&'$(n) = Qla (n)) 

一 2 [#CGOz4n))) ~ #(z.(m))] 


agiw ym 


+a $, laa —1)+ nla) lv 


Ad nV et 
+ ILAC ran))) — blraln))] 
(10.10) Q'OHp() 
= l@(z.(.a)) — #(z (n))1 


quyen 


HD E n(üo)[ó(z(.n)) — bll) 


n(u)=0 |w—u = 
& 4 全 tuk Zinu) = 1, alu) = s), B, & iut Z'n) = 
0, n) 一 v), M) 4, v€ Z， 两 两 不 交 ; Buo VEZ, WAW 
不 交 ， 
(1041) , {u€ Z4; aG) = 11 = U 4.; 


Ez 
{ue Ze; (a) = 0) = U B. 
r €2 
BB (10.5) 知 
(10.12) z (m)(s) = 1< A, = ç; 


(10.13) w¿(m)(s) = 0 = “Yue Z’, nalu) = v > n(u) = 0”, 
内 而 B, > ó, 
T Awanu wz 一 ,(=.(m)), uE A,, 
lA,| = 1; 
[ayq Ez) 一 al), HE A., 


(10.14) man) = š . 14 > 1; 
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lagon wezig = arala), ME B,, 
xa(n)(v) = 0, 
lingwe Ug 一 nal), u€ B,, 
z (m)(e) = 1, 
< rala), ma) = 1, 
> a (m), xa(m)() = 0. 
于 是 由 由 不 降 性 及 (10.11),(10.12),(10.14),(10.15) 知 


(10.16) 2  [#(z(.m)) — @#(z.(m))] 


(10.15)  ,Ga(Í 


= > > I#(z¿()) — @$(z.(n))] 
Ao 车 四 s€ A, 
= D gran))) — #(=.(n))] 
> 2) [@#(,(z4(m))) — #(=.(m))1. 
nan ml 


由 (10.11), (10.15), 峭 的 不 降 性 及 (10.14) 知 
(10.17) D E nw) to rm)) — oraln))] 


MMYA eu si 


= 35 > (iben) — pea) 


By= “€B, ue—u 


> > > > w») 


xd(9X9)=0 s€B, 1w-vim 
` [6( (a (m))) — #(z(m))] 
于 是 由 (10.9), (10.10), (10.16), (10.17) 知 要 证 (10.8) ， 只 需 
证 : 当 rala) 一 0 时 ,有 
(10.18) 2 D nl ea) > dria) — 1), 
“€B, k=1 
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i 
E D aut e) > dne + 1; 
WEB, tal 
其 中 e k= 1,2, 4 是 Z 的 # 个 正 单 位 坐标 向 量 。 
实际 上 ， 车 ra(a)(2 一 1) 一 0， 则 (10.18) 的 第 一 个 不 等 式 
自然 成 立 ; 若 mao 一 D 一 1 M e — L€ (m (az): nGo = 1, 
xE Zi}, BI 3zkZ4 使 "一 1 一 rs(xz)，n(z) 一 1 于 是 "一 
xd(x 十 c)，! 一 1，…，d4。 再 由 (10.13) 及 ralnn) 一 0 知 
nlx + e)= 0, Vie 11,2,:--, d}, Ifl x + e€ B,, 1 = 1, 


2,.…，d， 于 是 
D D at 一 < 


NEB, ter 


>D > n(x + ae) dlò =d, 


故 (10.18) 的 第 一 个 不 等 式 成 立 。 类 似 地 可 证 (10.18) 的 第 二 个 
不 等 式 成 立 。 因 此 (10.8) 成 立 。 

Gv) 记 与 SAPU), SEDA) 相应 的 转移 函数 为 pP, n, 
A), ss yi A), 由 注 1.9 知 Vn € Xun, pian, XA) 
1 及 基本 接触 过 程 是 自 对 偶 的 ,于 是 将 AU) 与 n A Leoa 
等 同 ， 则 p(t， n, A), 2 0, n € XP, ÀC XI J n, = 
latda 的 转移 概率 .再 由 ESO APG < e“! Al < co 知 可 
将 SOO 扩张 到 X° ERE SIDIS eO + inl), n€ Xi 
的 函数 d, MEA S42X(z)， 办 法 如 下 : 


(10.19) SXP) 一 Í. pt,n, dD), 
1> 0, n€ XP. 


同样 p, n, A), n€ XP, ACX 也 是 m A lioin 的 
转移 概率 ， 类 似 地 对 XP 上 的 有 界 函 数 ， 如 (10.19) 可 定义 


$2720 


yg, 

为 了 证 明 (10.3)， 只 需 证 。 设 4 为 XP 上 的 任 一 有 界 不 降 
函数 , 则 
(10.20) SG Hp > HSA p, ¿> 0, 
事实 上 ， 3 (10.20) &WE, 取 p(n) 会 1 一 xG), B € AY, 
n€ XË, MAR XU 上 的 不 降 函 数 ， 再 令 n= le XP, Neh 
(10.20) 


1 pH, La, Í) 16E X6: mG) = 0)) 
“Eb 


>1— ph (r, Los [ (ze XEU = o) 
“B 


令 Bit Z, BD (10.3). 
为 证 (10.20)， 只 需 证 : 若 4 为 XP 上 的 有 界 不 降 函 数 , 则 
(1021) S%D(OH9 一 HS )p 


i! d SDa — s) HSEP s) plds 
° ds 


aa [sewu — OH 一 HOUA] SUAN ) pds. 
° 


B. SW(s)w 有 界 不 降 , 事 实 上 若 此 事 获 证 , 则 由 (10.8) 知 (10.21) 
的 右边 非 负 ,因而 (10.20) 获 证 . 

首先 注意 由 于 基本 接触 过 程 是 吸引 模型 ,所 以 由 定理 3.3.3 的 
证 明知 : Vn EXP, a LEA PU, n.) < pG, 5)， 
由 命题 3.2.8 即 知 SHO) 是 有 界 不 降 函 数 ， 于 是 剩 下 就 是 要 
证 明 : 


(10.22) £ [SD — HS ) 
s 


= Sii — QLDH — HQS yp, 
为 此 首先 证 明 下 列 二 式 ; 
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(10.23) IAE) Scll, Vš € X; 
= |He(n)| < cini, Yne XP, 
(10.24) |(Q'“2))(n)] < 2|n| lll + 224), Yne XP, 
其 中 了 是 X 上 的 任 一 有 界 函数 ， 
|< 会 sup {10l in E XPH 
事实 上 ,由 (10.6) 知 
LHP) i = |#$(z4(m))| < c|=.(n)| < elal» 
# (10.23) 成 立 。 面 


LODH) = | D Gn) — fG@)) 
mma: 


+a D D a()UGa)—f()1| 


nuja ie-ul=i 


< 2lal -lile + Alile 21 25 ao) 


Q(a)=0 jo~ ulm 
<2lll ln) +a >, >= n(v)] 
< 2lflleln lll + 224), 
BP (10.24) RI. 
ik cA lole We<o B lMse2]|.< lole c W 
而 由 (10.24) 知 
[ODSA JHE) < 2|š| (1 + 242), E XP, 
于 是 由 (10.23) 知 [HOMOSID )pla)] < 2|n| 二 242), 
n € Xe。 MWH (10.23), (10.24) 有 ` í 
, |95Hse,5( )9(m)| < 2 lale + 242), n€ XP, 
故 由 〈10.19) 知 (10.22) 的 右边 有 意义 。 今 往 证 (10.22) 成 立 。 
VAsE R, 0 < |As| < (| — s| As), n€ XP, 


(10.25) pa [Sat — s — As)HS0:20(; + As Joa) 
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Vi 


— SOG — AHSA NGN] = SPG —s— A) 
w SD ç + As WE LA; 
H k | wm 


+ Sal kardi Keres an = SPU —s) HSD ) pn) 


= ns) + RANGE) : 
显然 有 ç 
lim (As) 一 SEV 一 QQOIPHSHA Apl), 
而 由 中 值 公式 , (10.24) 及 EFP APO < e*l A| 知 
lAs) 一 SP(t — s)HO0:4DS0,20(ç)q(m)| 


< > pel — s — As, m, Ẹ) Hoq: 
“exte 


(Se 十 OAs) 一 S00(s)) (8) 

< 2(1+242)|(S0: 2 XY 0As)— I E| nl 

< 2(1 + 242)||(S2x(0As) 一 Dolle] n] 

一 0 ( 当 As— 0), 
其 中 倒数 第 二 步 用 到 x, 一 ! eno 与 Aa) 等 同 。 故 在 

(10.25) 中 令 As 一 0。 即 得 (10.22) 至 此 定理 完全 获 证 。 口 
11. 关 于 52， 还 可 证 明 [6, 第 VI # (4.7)] 
1 


(11.1) imd = —. 
对 于 22 的 下 界 应 用 (3.3) 还 可 以 改进 ,例如 可 以 证 明 
(11.2) aP > 1.28 


而 对 于 219 的 上 界 2, 目前 还 没有 改进 的 办 法 .对 于 12 的 精确 
值 的 求 出 是 一 个 没有 解决 的 问题 . 
关于 基本 接触 过 程 ,还 有 一 个 重要 的 问题 是 : 当 ¿— L BJ, 
过 程 是 否 遍历 , 即 
(11.3) Ple) = Pida; 1(0) = 1} = 0 ? 
"25. 


12. 最 后 我 们 还 介绍 无 穷 粒 子 马尔 可 夫 过 程 的 临界 指数 这 一 
重要 物理 概念 及 有 关 的 数学 问题 . 

考虑 一 个 具 单 参数 旋 1 的 无 穷 粒 子 模型 〈 例 如 基本 接触 过 程 
或 紧邻 伊 辛 模型 一 其 中 参数 常用 8 表示 )， 设 有 一 临界 值 4。 使 参 
数 1 经 过 4.， 模 型 的 性 质 有 一 突变 (对 于 任意 维 的 基本 接触 过 程 
及 维 数 大 于 1 的 紧邻 模型 是 由 遍历 变 为 非 遍历 ) .此 时 常 有 定义 在 
1 > L RAA 上 的 函数 A) 使 得 当 2 — 2, 时 大 1) 一 0 在 
二 维 紧 邻 伊 辛 模型 的 情形 ， 一 个 例子 是 


02.1) KE) = atni) = 1) — > LETA 


(参看 第 三 章 $4 第 16 目 )。 而 如 果 (11.3) 成 立 , 则 对 基本 接触 过 
ERR, A) 会 p(2)(1 > 1) 是 另 一 个 例子 。 人 们 希望 在 很 多 
情形 下 有 常数 c, 0 存在 使 当 1 一 L 时 

(12.2) IA) ~ cla — al’, 

(此 处 FA) ~ gG) 理解 为 f(4)/g (4) 一 1)。 此 时 常数 8 称 为 
关于 + 的 临界 指数 。 对 于 二 维 紧邻 伊 辛 模型 ,由 $ 3.4 第 16 B Pr 
引述 的 Onsager 结果 易 知 : 关于 (12.1) 的 临界 指数 是 1/8. 对 
于 基本 接触 过 程 , 关 于 1(2) 会 o(1) 的 临界 指数 GE (11.3) 成 立 ) 
是 否 存 在 也 是 一 个 未 解决 的 问题 。 即 令 (11.3) 没有 证 明 ， 关 于 
IAAP) 一 p(%4.)，(12.2) 能 否 成 立 也 是 一 个 有 兴趣 的 问题 、 


276 o 


附 3 


为 了 使 读者 便于 阅读 ， 现 将 正文 中 用 到 的 一 些 有 关 拓 扑 及 测 
度 弱 收敛 的 结果 汇集 在 下 面 。 其 中 一 些 不 易 查 找 或 本 书 专用 的 结 
果 ， 则 叙述 出 来 并 加 以 证 明 ; 一 些 容易 查 到 的 重要 结果 则 述 而 不 
证 ;至 于 那些 属于 一 般 参 考 书 中 的 概念 (例如 拓扑 、 距 离 、 紧 空间 
等 ) 和 结果 则 不 加 撤 述 地 加 以 应 用 。 符 号 .多 (4)，X(4)， 罗 ，,…… 
的 意义 与 $1.2.1 同 。 - 


$1 有 关 拓 扑 的 一 些 结果 


1. 定 理 (Tychonoff) 紧 空 间 的 乘积 拓扑 空间 仍然 是 紧 空间 。 
2. 定 理 设 ve Z+，Yy， 是 一 距离 空间 ，p。 为 其 距离 。 如 
果 
yw 会 tn(o:neZrieX 会 I Yn i=1,2, 
aEZ4 


定义 
21) e(m,m)& D -È [o,(m(a), m(a))A11, 
s€2z, 


2 


其 中 dAl 表示 a 与 1 之 中 的 较 小 者 。 W (X, o) 是 一 距离 空 
间 且 由 p 诱 导出 的 拓扑 就 是 乘积 拓扑. 

证 .显然 Yne Za, Pales ONL 仍然 是 Y, 的 一 个 距离 且 
与 ps 拓扑 等 价 ,因而 易 见 p 是 X 的 一 个 距离 。 

今 往 证 : 关于 p 的 开 集 是 关于 乘积 拓扑 的 开 集 。 事实 上 ， 若 
SG，2-?) 是 X 中 以 n€ X 为 心 ,以 272, p€ Z, 为 半径 的 球 , 则 

U A (š; palala), S(n)) < 2291, #—=0,...,p+1} 
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p+1l 


一 Hs. (ala), 2752) x > Y; 


sep+2 


为 乘积 拓扑 基 的 元 ,其 中 5。(n(”)，2-?-) 为 Y。 中 以 qla) 为 心 ， 
以 2 和 为 半径 的 开 球 :县 VE A {Elaine Z+}e VU 由 (2.1) 知 
en 9<5 P sas È- a 

“_ 
< 2 + 2" 2 
因而 n€ UCSC, 279). t GCX 是 关于 po 的 开 集 , 则 Yne G, 
ap(n)e Z, 使 Sm，2-%w) C G, 于 是 由 上 面 所 证 明 的 事实 知 存 
在 乘积 拓扑 基 中 的 元 


ptn . 


U,- H Sala), 27695 x TI Y. 


*=p0)+2 


使 
n€ U,CS(n, 27%), 
因而 
G = |] s@, 20) UU>c。 
"€ "€G 


# G = Uu U7 为 关于 乘积 拓扑 的 开 集 . 


反之 ,车 U, 会 U。x [| v,<x, U, 为 X。 中 的 一 个 开 


m€z,vs 
集 ， 则 Vé U， 有 一 r) > 0 使 Sala), r@))CU,, 于 是 
由 elns £) > 2-*tDə, (n(n), £(n)) 知 
$(m, r(a)2"**)CU, 
从 而 
Uc U Sla, r(m)2**5)ccU, 


Bp U = u Sla, ra)? EXT e 的 开 集 。 故 关于 乘积 拓扑 
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的 开 集 也 是 关于 p 的 开 集 . 
总 之 ,由 p 导出 的 拓扑 与 乘积 拓扑 等 价 。 口 
3. 推论 SATAR, Vues, Y, JOKE PSS B), M 


x= I v. 


“€s 
也 是 紧 距离 空间 ， 其 中 X 的 距离 可 如 下 赋予 : 设 o, 是 Y。 的 距 
B, XS 的 元 任 给 一 编号 ,5 一 U, m, oth Yn 会 dal); 
WE€ SJEX, i 一 1, 2, 令 


GM) — (mom) > 2, Loa nln) mA. 
s=) 


4. 引 理 设 5 为 可 数 集 ，YVu€ 8, 2< |Y.| <0, Y, 赋 散 拓 
扑 , X = ]I Y. 赋 乘 积 拓扑 。 则 


G) VAES, ACX(A), Á X X (SNA) 既是 X 的 开 集 又 是 
闭 集 。 

Gi) X 的 Borel o- 域 B(X) 一 多 . 若 Yu€E5, 令 

p. Y2) = ECY i), Yis VE Yus 

则 和 关于 (3.1) 定义 的 p 的 Borel o- 域 也 等 于 F. 

证 。 由 于 有 限 个 开 ( 闭 ) 集 之 并 仍然 是 开 ( 闭 ) 集 ,而 ACXA) 
由 有 限 个 元 组 成 ,所 以 要 证 (i) 只 需 证 ,V8 € X(A), {8} XX(S\ 
A) 既是 XxX 的 开 集 也 是 闭 集 。 显然 {E} X X(SNA) 是 XxX 的 开 集 ， 
而 

dE} X XCSNM)) = U ta} x XGNA) 


9EXCANE 


是 有 限 个 开 集 的 并 ， 因 而 是 开 集 ， 于 是 4} x X(SNA) 也 是 闭 
集 。 故 〈i) RE. 
由 X 的 拓扑 基 


{Il 4 X XOSA): ACY. we ne s} cF, 
"4 
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且 为 可 数 集 类 ,所 以 X 的 开 集 类 也 包含 在 多 之 中 ,所 以 BAX) 
F, KZ VA€ %#, 多 (4h) 一 {4 XX(S\4):A4CX(A)} 包含 


在 X 的 开 集 类 之 中 ,所 以 多 =a (U 多 ()) CB. #& 
4E9 


BIX) 一 多 .而 Gi) 的 第 二 个 结论 由 推论 3 立刻 得 出 。 口 

若 应 用 更 多 拓扑 学 知识 ， 则 引 理 4(ii) 的 结论 可 以 大 大 推 
P. 

5. 引 理 SATAR, Vues, Y, ERIEN, 

x= ][ v. 
„Es 

赋 乘 积 拓扑 。 并 分 别 记 Y。,X 的 Borel o- 域 为 B(Y,), B(X). 

G) 若 Y。 具 有 可 数 拓扑 基 (AG: me Z+}， 则 


(5.1) B(X) = J| %(vy.; 
“Es 


Gi) # Yu <€ 5$， 为 可 分 距离 空间 , 则 (5.1) 成 立 ; 
Gii) # Y.a, w€ S, 为 紧 距离 空间 , 则 (5.1) 成 立 。 
证 . 记 Y, 的 开 集 类 为 Y.. W 


= eH G, x X(S\A): G,€ Ws, w€ A, AE Z) 


为 和 的 一 个 拓扑 基 ， 旬 (X) = o(% ). 于 是 Vu& S, 
BY u) X XCSNw) = (Gu X XCSNw): G,€ %,)C (X), 
6.2) J| B®.) = BO u) X X(S\W): w€ S)JCS(X) 


“€s 
另 一 方面 ,VGw€ Gy e€ A, AES, WA = (a, ush, 
则 
I] c. x xs) = TI (u A) x XCS\A) 
séi “u Èn 


EA 


= U- U II 4 x XA) 
4 


tun “EA 
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# a, A (u ASe X X(SNA): nuE Z,, uE A, aes} E 

X 的 一 个 可 数 拓 扑 基 . 且 c EGOO 而 X 的 任 一 开 集 

GÈ 用 。 中 最 多 可 数 个 元 的 并 ,所 以 G é H BY.) Mil 
@(x)c 1 Ba). 

结合 (5.2) BD (5.1), #k G) 获 证 。 由 [5，(3.9.4) ] 知 可 分 距 


离 空间 Y. 必 有 可 数 拓扑 基 ， 故 由 〈i) 知 Gi) 成立 。 再 由 [5， 
(3.16.1)，(3.16.2)] 知 紧 距 离 空间 可 分 ,因此 Gii) 成 立 , O 


s2 关于 函数 


首先 有 下 列 类 似 于 数学 分 析 中 有 关连 续 函 数 的 结果 。 

1. 定理 ” 紧 距 离 空 间 上 实 ( 或 复 ) 值 连续 函数 在 空间 上 有 界 且 
一 致 连续 。 

2. 定理 ” 紧 距 离 空间 上 的 实 值 连续 函数 必 有 它 的 最 大 值 与 最 
小 值 。 

定理 1、2 可 以 类 似 于 通常 数学 分 析 教 科 书 中 相应 结果 的 证 法 
来 证 明 . 因此 从 略 而 将 它们 作为 习题 留 给 读者 。 

3. 定理 (Stone-Weierstrass) i X 为 一 紧 距 离 空间 ,以 CCX) 
表 X 上 的 全 体 实 值 函数 作成 的 Banach 空间 ( 范 数 取 |/#| 2 
sup(|/(a)|:a € X). 车 ACC(X) 且 对 函数 的 乘法 封闭 ( 即 为 一 
代数 ) ,包含 常 值 函数 分离 X 的 点 ( 即 va，5EX,， n >e E, 3f€ 4 
使 fa) 二 1(5))， WAE C(X) hA. 

换 句 话说 , 若 BCC(X) 分 离 X 的 点 , MJ Vtec), alga} 
使 g。 一 致 地 收敛 于 f， 且 每 一 g, 是 8 的 元 的 多 项 式 函 数 ， 
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， 这 条 定理 的 证 明 较 长 ， 此 处 从 略 。 有 兴趣 的 读者 可 参看 
[5，VII.3] 


4. 本 节 以 下 除 特殊 声明 外 设 X= J] Y., s 为 可 数 集 ， 


Vu€ S, 2 < |Y.| < co, Y, RAH h, X REREH. VAES, 
定义 
(4.1) Cyl(X) A 1f:f: X— R, f(n) = f(r X5)， 
n€ X, CEX(S\A)}, 
及 X 上 的 柱 函 数 类 


(4.2) C AXA U c, (X). 
Aag 


即 当 fE C,,(X) 时 ，f 的 值 只 与 n€ X AEF 上 的 坐标 有 
关 ; 当 fe Cyi(X) 时 , + 的 值 只 与 有 限 个 坐标 有 关 . 

5. 引 理 (i) C, (X) 为 |1XC4)1 维 线性 空间 ,函数 集 

(f:f=laewxavsos $ € X(A)) 

是 它 的 一 个 基 ; 

Gi) Cy(X) 是 由 函数 集 

tf:f = lenxsws &€ X(A), AES} 

张 成 的 线性 空间 ; 

Gii) # X— (0,1F (BE Vee s, Y. = {0,1}), € 
(5.1) f (m) 会 II nlu), n€ X, AES, 


W fa ACA) 是 线性 空间 C, (X) 的 一 个 基 , 因 而 函数 集 (fa: 
AES) 张 成 线性 空间 CIX). 
证 . (ii) 显然 是 G) 的 直接 推论 . 今 往 证 (iD)。vfe C.I (X), 
由 CX) 的 定义 知 fs x 5)， 只 与 EXU) 有 关 而 与 
TEXIA) 无 关 , 令 o(5) = /G x 5)， 则 显然 有 
1) = 2 a(€)1 8xxsw(n) 
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即 了 一 > a(€)layxavos 亦 即 Cy4(X) 由 函数 集 {f: 三 一 


hiexxsw， £ € X(A)) 张 成 。 而 且 此 函数 集 的 元 是 线性 无 关 的 ， 


事实 上 , 若 
> c(E)loaywxevso = 0, 


FEX 
WJ VE € XCA), LE X(S\A), 有 
el) 一 >) c(#)layxavo(Ë X t) = 0, 


tex 
故 {f: f= he<xxesaə £ € X(A)) 是 C,l,(X) 的 一 个 基 ， 因 而 
Cyl(X) 是 1X(4)1 维 线性 空间 ，(i) RE. 
再 往 证 Gii), Æ& nlu) = Iaxxsw(a)，1 一 nlu) = 
lonxswla), FÆ Se X(4)，3ACAh {E £ = 1, X 90m， 因 
而 


(5.2) luxxswla) = [I +G IT G — +G) 
“€ ANA 


“A 
= > COD J] 
ACACA “rA 


一 >, CDM Qm). 
ACACA 


故 由 G) 知 当 X= {0,1} WF, (F:ACA) WR CX). 但 
Cy (X) WERA | X(A)| 一 24， 而 1: ACA} 的 元 数 为 24 , 
因此 (: ACCA) 为 线性 无 关 组 且 为 CLX) 的 一 组 基 。 口 

6. 引 理 (i) CA(X)CC,(X); Gi) Cy1(X) # C,(X) 中 
M; (Gii) VJE CX). HAES 定义 


(6.1) Fe ARC x g”), 
Hh e 为 X(5\A) 中 任意 取 定 的 元 , 则 当 A475 时 ,在 C,(X) 
中 有 f — 1. 


证 。 为 证 G), RRE: Vfe Cl (X), H a.€ X— n 时 有 
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Kon) > f). DER 3 赋 与 一 个 编号 Oa, …:,}， 并 按 (3.1) 
及 引 理 1.4(i) 中 的 说 明定 义 X 的 距离 p， 则 当 n, — n Bi, o(n,. 
n) 一 0， 因 而 3no€ Z, E4 n>n ht, YucA 有 nhu) = 
nlu), 即 (n,), 一 Nas 于 是 当 n> n Bj, Hna) 一 Ia). 故 G) 
获 证 。 

Gi) 是 Gi) 的 直接 推论 , 故 只 需 证 Gii). V/fe C,(X), H 
定理 1 知 f 一致 连 续 , 即 Ve > 0, 35 > 0 使 当 o(m, £) < 5 时 
有 Fa 一 1(5)1 < s。 设 相应 于 p 的 S BBS lu, m o). 
当 AD{m, ttun to FEH m 满足 270 过 8 hf, Yne X, A 


elm X n= z pa( (m4 X HD) (1s), n(s,)) 


n=1 


<Ð l. = r". <, 


">" 
因而 

ED — GDI = lEn X t) — a)! < e, 
BD | — |< s. ih lim I° — fll = 0, BI Gü) 获 证 , D 


$ 3 关于 测度 弱 收敛 


LEE ik (X, o) 是 一 距离 空间 , COX) Xx 上 的 一 切 有 
界 实 (或 复 ) 值 连续 函数 组 成 的 集 ，1e CX) 的 范 数 
WW 会 sup If(n)1, 
UOC) 表 一 切 有 界 且 一 致 连续 函数 组 成 的 集 。 
设 pe @(X), (us: n€ Z,)C 儿 (X)， 则 下 列 五 个 命题 等 
价 : 
an Ne cAX), |z, > | fdu (n> œ); 


° 284 > 


(1.2) Yi€E U(X), ffaz,— ffdn (n — co); 
(1.3) VC HÆ, Hm ps(C) < aC); 


0.4) VG FÆ, lima,(G)2 x(G); 


(1.5) VBE B(X), p(B) = 0 limu,(B) = p(B) 


满足 (1.1) 的 dunne Z+} S0O9080R9K p, WHE u, => p, 
若 对 {ene Z.) C PIX) 有 一 pE @(X) (Ë ke 之 pp， MU $K 
{anne Z.) Rik. 

证 .(1.1) 过 (1.2) 显然 。 由 于 C(G) 为 闭 ( 开 ) 集 当 且 仅 当 
CG) 为 开 ( 闭 ) 集 以 及 p(X) 一 p(X) = 1, (1.33) 与 (1.4) 
等 价 。 

(1.3),(1.4) > (1.5):VB € B(X), u(8B) = 0, 有 p(B)= 
a(B)= p(B), Jih B, B 分别 为 巨 的 闭 包 及 内 核 . 于 是 由 (1.3)， 
(1.4) 

lima. (B) < limu,(B) < p(B) ~ p(B) 
=—p(B) < limu,(ñ) < lima. (B). 


从 而 Hmp,(B8) 一 lim p(B) = p(B), BODRE. 
于 是 要 证 定理 ,只 需 证 : (0-2)> 0.3), (0.5)> (1.1) 
(1..2)>(1.3): BCAA E RAU + 4kp(C)) k>, 
其 中 pelan, C) 会 ipfe(ny5)， 则 ll 和 1, H. Va,š € X, 


1n) — FEIS klela, C) — ol, C)] < kela, £). 
于 是 fie UGX). Bbk fiNTc( 寻 0)， 族 由 (1.2), 控制 收敛 定理 
知 
MCC) = lim | Han = 各 各 pan 
t>o kro s< 
> lim im | Ian, = lima(C), 


koorero 
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(1.5) > (1.1): Yfe C,(X), Vs> 0, 由 于 p(X) < co, 至 
多 有 可 数 个 a€ [Ii — 1, |fl| + 118 eUa € X:f(n) = al)> 
0, # INEZ, K {ai:i€ Z N10, NICR 满足 
lj — 1@a,< a < --- < a|! + 1; 
pl{f = a) = 0, a; — aiai <8, i= 1,2,--.., N. 
令 B.G (n€ X:a SH) 天 oj 一 1 N, MJ Ü B, = X, 


B:N Bi = $, í > J, H #(88B,) < uU = a) + plf = a,+)=0. 
于 是 


< (max (a; — ai) < e, - 
| fd, 一 [taal < |a, = ama) 


N N 
+ | D alB) — aB) | + ||; — D ain a) 
i= isl 


< 2s + Dele) — (B) 2222. 


由 于 s > 0 任意 ,所 以 (1.1) 成 立 。 口 

2. 推论 将 定理 1 中 的 多 (X) 换 成 AANB 上 的 
非 负 有 限 测度 集 ), 并 设 (unine Z+} 一 致 有 界 。 在 (1.3),(1.4) 中 
还 假设 lim ps(X) = p(X)。 则 定理 1 的 结论 仍然 成 立 。 


3. 推 论 设 uE .b+(X)， 则 下 列 三 个 命题 等 价 。 
Ga) vie cx), |jdu = fjar, 


(3.2) vie U (X), ji ps fiar, 


(3.3) ra 
WR. (3.3)>(3.1)> (3.2) 是 显然 的 。 因 此 只 需 证 : (3.2) + 
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G3). 为 此 令 un = p, n€ Z+。 则 由 推论 2 K. (3.2) 81 z, => 2， 由 
《1.4) 知 YG 开 集 ， 
4(G) = ima,(G) > (G), 


AES 4, = 1, n€ Z, 可 得 : VG 开 集 (G) > x(G). # VG 
开 集 ，1(G) 一 p(G)。 由 全 体 开 集 的 类 生成 BX) 即 知 (3.3) 
成 立 , D 

$ MEH CAHAR, AAC + kel, C))™'€E U(X)， 
hNi 仿 0.2) (1.3) uE: (3.2) >(3.3). 

4. 本 节 以 下 除 特殊 声明 外 , 设 X 一 H Ya S HTAR, 2< 


lY] < cc，Y。 赋 散 拓扑 ,X 赋 乘 积 拓扑 , 称 
ADIA X XINA): AES, AE X(A)} 
为 X 的 柱 集 类 
5. 引 理 设 #% 为 有 上 的 非 负 有 限 值 的 有 限 可 加 集 函 数 , 则 4 
EX 上 oe- 可 加 , 因而 4“ 可 以 唯一 地 扩张 为 (X) 上 的 有 限 
测度 。 
WE. 设 A, AER, Anne Z+， 两 两 不 交 , 且 A= U 4,. 


由 引 理 1.4(i) 知 4 也 是 闭 集 ， 而 每 一 A, 为 开 集 ， 再 由 定理 1 
知 X 是 紧 空 间 、 所 以 4 也 是 紧 集 。 于 是 由 紧 性 知 存在 有 限 个 


k 
4 … tAn, WE A= UAn BH Ans n€ Z+， 两 两 不 交 知 : 当 
Tel 


n `< m BRI, A= $. W 


Ld 


MA) = 31 MA) = D aA) 


1=1 
MEER 上 c- 可 加 .由 于 有 是 集 代 数 , 且 (2 ) 一 多 。 所 
以 由 测度 扩张 定理 知 # 可 以 唯一 地 扩张 为 多 — # (X) ( 引 理 
1.4 Gi) 上 的 有 限 测度 。 口 
6. 引 理 概率 测度 序列 (e, n € ZCP) 弱 收 敛 的 充 要 


A> 


条 件 是 
(61) VAES, VE€ X(A), Bm mnt X X(5S\A)) 存 在 . 


证 . # {aine Z CPX) 弱 收 敛 , 则 3ue PX) 使 (1.5) 
RL. 而 VAES, WEE X(A),rH5|8E 1.4G) 知 {8} X X(SNA) 
了 既是 开 集 又 是 闭 集 。 所 以 IUEL x X(SNA)) = b, KUE x 
X(SNM))) = 0, 于 是 由 (1.5) 知 
limpal {St x X(SNA)) 一 KE x X(SNA)), 
即 (6.1) 成 立 . 
反之 , 若 (6.1) 成 立 ; 则 VA € ,YACX(4), 令 
(62) pl(AXX(S\A)) A D limp,({s} x X(SNA)), 
tea "°° 


则 由 141 < oo mEDAR 上 的 非 负 有 限 值 有 限 可 加 集 函 数 。 事 
实 上 ,由 lAl < co, uç 有限 可 加 及 (6.1) 得 知 im po( 4 X X(SN 


A)) => im pn({5} X X(SNA)) 存在 ,再 由 (6.2) 即 知 
[YF es 
(6.3) A(AX X(SNA)) = lim po A X SXA)). 


于 是 由 pr Z 上 的 非 负 有 限 值 有 限 可 加 集 函 数 知 上 也 具有 同 
样 性 质 且 w(X) 一 1. 故 由 引 理 5 知 上 可 以 唯一 地 扩张 成 罗 (X) 一 
F 上 的 概率 测度 。 为 简单 计 仍 记 为 u 

由 4 为 概率 测度 ， 引 理 2.5 及 〈6.2) 易 知 (1.1) 中 的 极限 式 
Vje Cyl(X) 成 立 .再 由 引 理 2.6 (ii) 知 (1.1) 成 立 . 故 m => wp。 O 

注 。 条件 充 分 性 的 证 明 的 主要 困难 在 于 “的 存在 性 。 

由 引 理 6 及 其 证 明 已 经 得 到 

7. 推论 设 ke PX) Aun nCZ yE PIX) Ži n, >> u, 
BD VAER, lima,(A) = a(A); EZ, VAES, EEX) 


有 Bma,(() X X(SNA)) = al {E} X X(SNA)), MUH) pn > u, 
8. 引 理 # danne Z CPX) EEFE lm) 
E a Ed 


使 {pny:kE ZY 8k. PX) WERT R R E p| ak. 
证 。 央 为 集 {{6} X(SNA): AES, £€ X(A))5SJ3K, BT 
以 由 对 角 线 手续 知 存在 (m: keZ, 使 VAE S#, Vš € X(A), 
lim ya (dE} X X(SNA)) 存在 。 故 由 引 理 6 知 {anik E Z.) 33k 
&k. 口 
9. 引 理 设 X — (0. 1}, A, Š iné X:n(u) — 1, uE A}, 
AES, 则 las: n€ ZCP) 弱 收 敛 当 且 仅 当 
(9.1) VAES, lma,(A,) FE. 


特别 ，ps《 P(X) = pE @(X) (n— co) 当 且 仅 当 
(92) VAES, PCA, = limp). 


证 ,由 (2.5.1) 知 f = 14, = uwxxsw， 于 是 由 引 理 6 8128 
件 (9.1) 的 必要 性 成 立 ， 反 之 车 (9.1) 成 立 ， 由 (2.5.2) 知 VA € 
S, VEEX(A), Vn€ Z, (此 时 £ = 1, X 6,u) 


k (s) X XIA) = D (M an (A.D, 
ACACA 
于 是 (6.1) 成 立 ,因而 由 引 理 6 知 duint Z+} 弱 收 效 。 口 
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后 ü 


在 本 书 正文 之 后 ,作者 还 想 冒昧 地 写 出 一 些 话 ,这 就 是 木 书 的 
内 容 与 有 关 的 粒子 系统 书籍 的 关系 ，。 有 关 的 进一步 内 容 的 概括 介 
A. 这 样 做 的 目的 是 希望 对 有 志 于 进一步 学 习 或 研究 粒子 系统 这 
一 分 支 的 读者 有 所 邦 助 。 作 为 本 书 ,是 一 个 结束 语 ; 可 是 对 于 某 些 
读者 来 说 ,也 许 是 某 种 起 点 。 

第 一 章 的 存在 定理 及 其 证 明基 本 上 取 自 [6] 的 第 一 章 ,这 里 采 
用 的 是 泛 函 分 析 方法 。 为 了 便于 国内 读者 阅读 ,整个 地 改写 了 :证 
明 的 氢 述 详细 ,引用 的 文献 也 改 为 国内 容易 找到 的 。 KRAE 
间 的 每 一 因子 空间 都 是 紧 距 离 空间 ， 对 于 因子 空间 非 紧 的 情形 就 
困难 得 多 。 稍 早 一 些 的 发 展 情况 及 文献 可 参看 [6,1X]. 我 们 北京 
师 大 的 粒子 系统 小 组 在 学 习 非 平衡 统计 物理 和 粒子 系统 理论 的 过 
程 中 ,分 析 了 反应 扩散 模型 ( 原 称 为 多 元 线 狂 Master 方程 )[14]. 
[15] 研 究 了 有 限 维 的 存在 唯一 性 、 常 返 性 及 正常 返 姓 问题 ,文中 建 
议 了 一 种 将 多 维 8 过 程 归结 为 一 维 8 过 程 来 研究 的 方法 .由 于 在 
L115 ] 中 得 出 了 有 限 维 Schlëgl 模型 具有 遍历 性 这 一 结论 , 与 物理 
学 者 相当 普遍 地 认为 Schlëgl 模型 有 分 岔 现象 ( 非 平衡 相 变 ) 的 观 
点 有 出 人 ,类 比 于 平衡 态 统计 物理 的 相 变 研究 ,我 们 认为 研究 无 穷 
维 反应 扩散 模型 是 恰当 的 。 对 单 物种 无 穷 维 反应 六 散 模型 来 说 
[16] 应 用 耦合 方法 证 明 反应 项 为 线性 增长 的 情形 的 存在 定理 ， 
[17] 结 合 9 过 程 理论 与 耦合 方法 证 明了 更 一 般 的 无 穷 维 反应 扩散 
过 程 的 存在 ,[18] 结 合 q 过 程 理论 与 KRW 距离 证 明 更 一 般 的 无 
穷 粒 子 马尔 可 夫 过 程 的 存在 性 , [17]，[ 18] 中 的 结果 包括 [6, IX] 
中 沂 列 各 模型 的 存在 性 作为 特例 〈 以 上 内 容 详 见 [4] 第 三 \ 六 章 .) | 
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对 多 物种 情形 ,[19] 应 用 Polish 空间 上 的 极 大 值 原理 证 明 : 在 扩 
散 速 度 有 界 的 条 件 下 ,相应 的 反应 扩散 过 程 存在 且 唯 一 。 

对 于 多 物种 的 一 般 情形 , 用 的 是 黄 方 法 . 构造 以 {0:1} 为 
组 态 空间 的 无 穷 粒 子 马尔 可 夫 过 程 的 骸 方 法 可 从 [6,$1.6] 及 其 所 
引文 献 了 解 。[20] 研 究 了 Q 过 程 的 拷 方 法 ,最 近 [21] ,[22] 在 [20] 
的 基础 上 ,证 明 在 扩散 速度 不 超过 线性 的 条 件 下 ,反应 扩散 模型 的 
坝 解 存在 [23] 证 明了 机 解 也 是 唯一 的 。 因而 由 坝 方 法 原理 知 相 
应 的 无 穷 维 反应 扩散 过 程 存 在 . ATRD, RT EER 
外 ,[24] 结 合 [20],[25] 的 方法 解决 了 非 线 性 Master 方程 的 鞍 解 
存在 与 唯一 性 问题 , 因而 它 是 Mckean 意义 下 的 非 时 齐 马 尔 可 夫 
过 程 。 非 线 性 Master 方程 是 针对 非 平衡 系统 的 耗 散 结构 理论 中 
的 一 些 模型 而 提出 的 一 类 与 反应 扩散 模型 平行 的 概率 模型 (参看 
[14]). 

构造 无 穷 粒 子 系统 的 方法 除了 上 述 的 泛 函 分 析 方法 、 耦 合 方 
法 、 扶 方法 以 外 ， 还 有 图 表示 法 。 关于 图 表示 法 可 参看 [8], 
[11]。 最 近 郑 小 谷 提出 了 有 色 随 机 图 表示 法 ， 可 以 用 来 构造 出 以 
(0,1,2)2% 为 组 态 空间 的 无 穷 粒 子 马 尔 可 夫 过 程 [26]. ; 

第 二 章 讨 论 可 逆 测 度 与 Gibbs 态 的 方法 与 国外 文献 (例如 [6， 
SIV.1,SIV.2]) 不 同 。 主 要 是 立足 于 侯 振 挺 、 陈 木 法 提出 的 抽象 场 
论 [27]， 这 样 做 可 以 用 有 势 来 给 出 可 逆 的 充 要 条 件 ， 而 可 逆 测 度 
与 (推广 的 )Gibbs 态 的 关系 仍然 保持 .另外 用 势 来 给 出 Gibbs 态 
比 用 交互 作用 势 (国外 相当 多 的 文献 称 交互 作用 势 为 势 ) 显 得 简洁 
一 些 , 这 也 许 会 有 它 的 作用 .。 本 章 的 结果 最 早 见 于 [28],[29]， 
[30]。 这 里 作 了 一 些 整 理 ,[30] 还 包含 了 更 多 的 材料 ,在 此 文 的 基 
础 上 ,国内 出 现 了 一 批 成 果 , 如 [31 一 35]。 最 近 [26] 中 得 到 排 它 过 
程 的 正 可 逆 测 度 存在 的 一 些 充 分 条 件 及 定理 2.5 的 逆 命 题 不 真 的 
反例 ,[36] 给 出 {0,1} 上 概率 测度 可 逆 ( 等 价 地 为 其 一 势 的 Gibbs 
D) 的 充 要 条 件 . 关于 本 章 的 内 容 和 过 论 方法 还 可 参看 [6,$IV , 
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1 一 2] 及 其 所 引文 献 :[4 ,第 十 章 ] 及 137].。 

第 三 章 讨论 看 合 方法 及 其 对 粒子 系统 遍历 性 研究 的 应 用 ,其 
内 容 与 1.6] 中 的 S11.1, 111.1 一 2, $1V.3 大 致 相当 。 除了 写 得 更 详 
细 以 便于 国内 读者 学 习 外 ,我 想 指出 两 点 : 〈1) 由 于 对 自 旋 模型 ， 
我 们 已 证 速度 函数 的 可 逆 与 有 势 等 价 , 于 是 在 3.4 里 ,过 程 遍历 与 
Gibbs 态 唯 一 的 关系 , Dobrushin 关于 Gibbs 态 唯一 的 充分 条 件 
等 都 可 以 在 速度 函数 有 势 的 条 件 下 讨论 。 这样 一 方面 比 原来 稍 广 
一 点 ,另外 由 于 不 必 经 过 交互 作用 势 ,也 许 对 某 些 问题 的 处 理会 有 
好 处 。 例 如 对 一 维 紧 邻 多 数 选举 模型 [6,Ex. 2.12] 便 可 容易 证 
明 当 8€ (0,1) 时 Gibbs 态 (可 逆 测 度 ) 唯 一 . (2)3.5 ERIE WI 
一 个 三 元 耦合 存在 定理 ,这 种 三 元 耦合 的 形式 是 在 [38] 中 提出 的 ， 
最 近 在 [39] 中 应 用 了 它 . 但 是 似乎 并 没有 严格 的 证 明 . 此 处 的 证 
明 是 根据 [40 ] 而 整理 的 。 

耦合 方法 是 粒子 系统 研究 中 的 一 个 重要 方法 ， 关于 耦合 方法 
的 研究 还 可 参看 [4 ,第 五 章 ] 及 所 引文 献 , 还 有 [41],[42],[43] .与 
耦合 有 紧密 联系 的 一 个 论题 是 &RW 一 距离 〈 实 际 上 可 以 借助 前 
者 估计 后 者 的 值 )。 关 于 KRW 一 距离 的 作用 和 文献 可 参看 [4]. 

$3.4 的 后 半 段 (从 定理 4 开始) 简单 地 讨论 了 伊 辛 模型 的 相 变 
问题 。 这 是 从 可 逆 粒 子 系统 ( 按 美 国 的 称呼 为 随机 伊 辛 模 型 ) 与 伊 
辛 模型 的 联系 (前 者 是 后 者 的 动态 系统 ) 而 顺带 讨论 的 。 从 这 个 角 
度 讨论 的 情况 可 参看 [6,IV1,[44] 及 其 所 引文 献 。 实 际 上 ,从 1965 
年 以 来 ， 由 伊 辛 模型 的 近代 概率 论 研究 诱发 产生 了 概率 论 的 一 个 
重要 的 分 支 ,Gibbs 随机 场 ( 或 简称 为 随机 场 )。 在 这 个 分 支 里 已 
经 积累 了 丰富 的 文献 ,也 出 版 了 很 多 本 专著 。 由 于 篇 幅 和 本 书 的 
内 容 , 在 此 只 向 读者 简单 介绍 有 关 的 专著 [9],[10] ,[12],[13]. 大 
致 说 来 ,[12] 偏 重 于 从 概率 论 (数学 ) 上 尽 可 能 一 般 地 对 Gibbs 随 
机 场 进行 讨论 ，[13] 更 注意 讨论 某 些 有 统计 物理 背景 的 模型 的 相 
变 问题 ， 还 讨论 了 研究 相 变 的 重要 方法 一 一 Peierl's 国道 方法 的 
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一 般 化 和 重 正 化 群 方法 的 数学 化 以 及 它们 的 应 用 。[10] 系 统 总 结 
了 近 廿 年 来 发 展 的 Gibbs 随机 场 与 相 变 的 现代 数学 理论 的 基本 
原理 及 其 应 用 ,列举 了 相当 详尽 的 文献 ,本 书 在 第 四 部 分 还 介绍 了 
研究 相 变 的 另 一 重要 方法 一 一 反射 正 性 方法 .叙述 也 较 易于 阅读 . 
因此 对 于 有 志 于 深入 学 习 和 研究 Gibbs 随机 场 和 相 变 理论 的 读 
者 是 一 本 好 的 高 级 人 门 节 .[9] 是 概率 大 偏差 理论 对 统计 物理 应 
用 的 专著 ,其 中 介绍 了 大 偏差 理论 对 Gibbs 随机 场 的 应 用 . 

第 四 章 讨论 无 穷 粒 子 马 程 的 对 偶 原 理 及 其 对 遍历 性 研究 的 应 
用 ,其 内 容 大 致 与 [6] 中 SIIIL.4 一 5,SV.1,S$VI.1 相当 。 在 讨论 对 
偶 过 程 的 存在 与 矩 估计 时 ,我 们 充分 运用 了 @ 过 程 的 有 关 定 理 ,使 
叙述 更 加 清晰 。 对 于 选举 过 程 的 对 偶 过 程 的 直观 描述 ， 给 予 了 严 
格 的 证 明 ; 对 于 它 的 遍历 性 的 讨论 ,为 了 使 读者 细致 了 解 对 偶 原 理 
的 应 用 , 作 了 详细 严格 的 叙述 ,$4.4 中 对 244 的 上 界 估计 所 用 的 
方法 并 不 是 对 偶 的 应 用 , 写 上 它 为 的 是 完整 介绍 1 的 估计 这 一 
无 穷 粒 子 系统 的 典型 问题 . 

[6] 中 还 讨论 其 它 一 些 模型 的 遍历 性 问题 ， 引 述 了 大 量 的 文 
献 ， 列 举 了 一 系列 未 解决 的 问题 ， 值 得 参考 ; 我 国学 者 在 [45], 
146],[47],[501,[51],[39] 中 对 有 关 问 题 进行 了 一 些 有 意义 的 工 
E. 对 于 无 穷 维 反应 扩散 过 程 的 遍历 性 问题 . [4， 第 十 四 章 ] 及 
[52] 得 出 相应 于 [181 的 无 穷 粒子 马尔 可 夫 过 程 的 平稳 分 布 存 在 的 
充分 条 件 及 平稳 分 布 唯一 和 过 程 遍 历 的 充分 条 件 。 [53], [54] 
讨论 了 单 物种 具 线性 增长 和 死亡 速率 的 反应 扩散 过 程 的 遍历 性 问 
题 , 得 到 发 生 非 平衡 相 变 的 临界 区 域 ; 找 出 了 一 切 平移 不 变 的 平稳 
分 布 及 相应 的 吸收 域 . [55] 完 全 刻 划 了 具 线性 反应 的 双 物 种 反应 
扩散 过 程 的 平移 不 变 平稳 分 布 集 的 构造 并 且 找 出 了 各 平移 不 变 的 
平稳 分 布 的 吸引 域 ，[56] 研 究 了 5 一 Z 时 ,一 类 死亡 速率 的 次 数 
高 于 生长 次 数 的 可 逆反 应 扩散 模型 ， 证 明了 它 的 平稳 分 布 唯一 而 
且 遍 历 。[24] 讨 论 了 非 线性 Master 方程 的 解 的 分 岔 现象 ， 即 证 
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明了 它 的 平稳 分 布 的 个 数 等 于 一 畴 级 数 的 零点 个 数 ， 由 此 找 出 了 
Schligl 模型 的 参数 的 两 个 区 域 ， 它 们 分 别 是 使 模型 Schligl 的 
平稳 分 布 唯一 和 不 唯一 的 参数 区 域 . 

无 穷 粒 子 马尔 可 夫 过 程 的 遍历 性 理论 还 可 以 应 用 图 表示 法 和 
定向 渗流 方法 研究 。 关 于 这 方面 的 发 展 情形 可 看 [81,[111, ME 
向 渗流 的 发 展 情况 可 参看 [8]。[26] 永 用 有 色 随 机 图 方法 ， 对 以 
{10:12 为 态 空间 的 一 个 反应 扩散 模型 得 到 非 遍历 性 的 充分 条 
件 ,， 进 而 结合 此 结果 应 用 三 合 方法 得 到 Z3 上 具 线性 增长 和 二 次 
死亡 速率 的 反应 扩散 模型 的 非 遍历 条 件 . 应 用 图 表示 法 和 定向 次 
流 方法 。[57],[58] 证 明了 : 在 (1,2,...,N) 上 的 基本 接触 过 
程 死亡 的 时 间 ow 当 2 < 2 时 依 概率 1 按 clogN 增长 , 而 当 
2 > 4 时 按 N 增长 . [59] 讨论 了 当 N— co 4 一 4 时 aw 
的 性 态 ， 这 是 关于 接触 过 程 的 临界 现象 的 一 个 很 有 趣 的 结果 . 

关于 粒子 系统 (或 与 它 有 紧密 联系 ) 的 研究 方向 ， 还 可 以 介绍 
以 下 几 点 : (1) 活 流 的 数学 理论 。 我 们 向 读者 推荐 [60], 它 介绍 了 
这 一 方向 的 某 些 有 兴趣 的 重要 研究 课题 及 有 关 文 献 .(2) 与 统计 物 
理 的 临界 现象 有 关 的 概率 极限 理论 .对 于 这 一 方向 ,我 们 向 读者 推 
着 [61]}, 在 该 文中 介绍 了 这 方面 的 一 些 未 解决 的 基本 课题 ,系统 介 
绍 了 讨论 得 较 好 的 一 个 具体 重要 模型 一 一 Dyson 的 连环 套 模型 的 
有 关 成 果 . (3) 无 穷 粒子 系统 的 动力 系统 问题 , 即 对 给 定 的 哈密 顿 
构造 具有 此 哈密 顿 的 随时 间 演 化 的 无 穷 粒 子 系统 ; 研究 此 系统 的 
平稳 分 布 在 任 一 初始 分 布下 的 极限 分 布 以 及 它们 与 Gibbs 态 的 
关系 等 等 一 系列 问题 . 关于 这 一 方向 的 研究 状况 可 参看 综合 文章 
[62] ,[63] ,那里 引述 了 大 量 的 文献 . 《4) 无 穷 粒 子 系统 的 Hydro- 
dynamic 极限 , 即 在 一 定 的 重新 标 度 〈rescaling) F, 研究 系统 的 
微观 (概率 ) 描 述 与 宏观 ( 偏 徽 分 方程 ) 描 述 之 间 的 关系 . 这 一 方面 
的 研究 成 果 在 近 几 年 的 概率 论 杂 志 ( 例 如 Annals of probability, 
Probability theory and related fields《 即 以 前 的 ZWvG)) 和 数 
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学 物理 杂志 (例如 Communications in mathematical physics, Jo 
urnal of statistic physics) LEIRE. 

由 于 粒子 系统 研究 的 多 样 性 和 丰富 性 ,虽然 已 有 很 多 的 结果 ， 
但 是 似乎 可 以 说 还 只 处 于 初期 发 展 阶段 ,一 般 理 论 并 不 系统 ,处 理 
方法 也 常 因 模型 而 异 ,是 一 个 正在 莲 勃 发 展 而 且 有 重要 应 用 前 景 
的 数学 分 支 。 在 我 国 是 值得 重视 并 促使 它 发 展 的 。 对 于 有 志 的 青 
年 数学 家 来 说 ,是 一 个 大 有 用 武之 地 的 广阔 研究 领域 ， 
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{0.: weZ4} 
e(sxn) 
1P,: n€ XY 
CCw323 刀 ) 
{15(7): 20) 
LEA) 

2(9) 
AC) 

Ca X) 

ni 


qx) 

#. 

FAA) 

F(A) 

F 

nu) 

Eu) 

{n(n): u Es} 
{nCu): w€ A) 
naana) 
nx 

NX X n, 
P(X) 
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$0,2° 
$0,2 
$0,3 
$0,4 
$§1.1,1% 
$1.1, 
$1.1,1 
Siit 
$1.1,2 
§1.1,2 
$1.1,2 
$1.1,2 
$1.1,2 
$1.1,2 
$1.1,2 
$1.1,5 
$1.1,5 
$1.1,5 
$1.2,1 
$1.2,1 
$1.2,1 
$1.2,1 
$1.2,1 
$1.2,1 
$1.2,1 
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$ 1.2,1 
$1.2,1 
$1.2,1 
§1.2,1 
$1.2,1 
$1.2,1 
$1.2,1 
$1.2,1 
31.2,1 


P(X(A)) 
(x(A)) 
e(Axns 4) 


cO 
rr,w) 
re 

M™ 

ga” 
psn A) 
SCD 

„n 

1: 120} 
Xa) 


çs 

f 

0 

Ala) 

{7 Paon € XY 
A. 

Awt 
BANNA) 
ga 

u": 4€9} 
3A) 


$ 


$ 1.2,1 
3122.1 
31.22 
31.2,2 
$14,2 
$1.2,2 
$1.2,3 
$1.2,3 
$1.2,4 
$1.2,4 
$1.2,4 
$1.2,4 
$1.2,4 
§1.2,4 
§ 1.2,4 
§1.2,4 


$1.2,4 


§1.2,4 


$1.2,4 
$1.2,4 
§1.2,4 
$1.2,4 
$1.2,5 
$1.2,5 
$1.27 
$1.2,7 
$1.2,8 
41.2, 
FEA] 
$1.4,6 
$2.1,1 
$2.1,3 
$2.1,5 
$2.1,5 
$2.17 
$2.1,8 
$2.1,8 
$2.1,8 


$2.19 


‘Mie 


Iua 
Mata 
I, 

v 

>x 
PX) 
ALD) 
0 


(ŠG): :>0} 


HB n, 4) 
Onn) 
H,(n»A) 

Ea 

Pa 

(An: :20} 
ACA) 

MC, 7) 
PCwyz) 


中 文 名 字 
二 元 合金 模型 
不 变 测度 


对 势 

对 侦 过 程 
TERN 

sJ 

可 逆 测 度 

可 逆 过 程 
可 达 

平移 不 变 
平稳 分 布 
平移 变换 

《 严 ) 平 稳 过 程 
正则 Gibbs 态 
功 


有 势 

有 势 场 

自 对 偶 

自 旋 过 程 
交互 作用 势 
伊 辛 模型 
PEIE 

多 数 选举 模型 
场 

场 强 
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英文 名 字 
2 m 
Binary alloy model 
4 画 
Invariant measures 
5 5 


Pair potential 
Dual process 
Closable 
Reversible 
Reversible measure 
Reversible process 
Reachable 
Translation invariant 
Stationary distribution 
Translation transformation 
Stationary process (in strictly sense) 
Canonical Gibbian state 
Power 

6 m 
Potentiality 
Potential field 
Self dual 
Spin process 
Interactive potential 
Ising model 
Ising process 
Majority vote model 
Field 
Intensity of field 
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$1.2,13 
. 
31.41 


0,3%% 
$4.11 
511,4 
$2.1,1 
$2.1,1 
$2.2,3 
$2.2,1 
$0,3 
$1.4,1 
$3.3,13 
$1.4,1 
$2.1,9 
$2.2,1 


$2.1,8 
ys 
$4.1,9 
$0,3 
so, 
$0,1 
$0,3 
$3.3,2 
$2.2,1 
$2.2,1 
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RRAN 
转移 概率 速度 测度 


核 

格 气 模型 
KRPE 
紧邻 势 
WE 
速度 函数 


基本 接触 模型 
基本 接触 过 程 
接触 过 程 
排 它 过 程 
组 态 

组 态 空间 


遍历 
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Closure 
Cloted operator 


Extension 

7 S 
Directly reachable 
Attractive 
Domain ot attraction 
Projection 

8 画 
Graph 
Specification 
Potential 

9° 画 


Critical point 

Critical value 

Voter model 

Voter process 

Phase transition 

Class of cylinder sets 

Restriction 

Symmetrizing function 

Rate measure of transition prohahility 
10 S 

Kernel 

Lattice gas mode! 

Continuous contraction semi-group 

Nearest-neighhor Ising model 

Nearest-neighbor potential 

Weakly symmetrizable 

Rate function 


n mi 
Basic contact model 
Basic contact process 
Contact process 
Exclusion process 


Configuration 
Configuration space 

12 画 
Ergodic 


$ 1494 
91.1,4 
§1.1,4 


$2.2,1 
$3.3,1 
§0,5 

§1.2,1 


51.14 
$ 2.18 
$2.1,8 


$0,1 
§3.4,7 
$3.2,10 
$1.2,10 
83.4,5 
$1.2,1 
154 
82.21 
$1.23? 


ttt 
$0,4 
$1.1,1 
$0,1 
$0,3 
$2.23 
$0,3 


$0,2 
$0,3 
$0,3 
$0,4 
§ 1.231 
§1.2,1 


$0,5 


13 Ë 


HOEA Path-independent $2.2,1 

路 Path $2.19 
15 E 

MAAT Coupled operator ç$3.3⁄; 

交合 Coupling $3.2,2 
x = 

A ARRERA Class ot cylinder sets with base a $1.2,1 

Stone-Weierstrass 定 理 Stone-Weierstrass theorem $1.3,1 

Gibbs 态 Gibbs state (or Gibbsian State) $2.1,8 

Peierls 的 证 法 Peierls’s method ot contours $3.4,9 

Z“ 平移 不 变 Za-translation invariant $3.3,13 
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